Milica Stepanovié i Ana-Marija Ceranic

Orbitalna dinamika tela
pod dejstvom vremenski-
-periodi¢nih perturbacija

U ovom radu su razmatrane posledice scenarija
u kome je tamna materija jednim delom sa-
¢injena od ultra lakih aksiona (ULA). Ove Ces-
tice se mogu makroskopski opisati realnim ska-
larnim poljem koje periodicno osciluje. Glavni
cilj ovog rada je razumevanje orbitalne dina-
mike tela pod dejstvom vremenski-periodicne
perturbacije koja proistice iz takvog polja. Ana-
liziran je uticaj ULA na stabilnost orbita tela
Cija je dinamika prevashodno diktirana prisu-
stvom centralnog tela. Za odredene vrednosti
kruZnih ucestanosti kretanja, primeceno je da
telo moZe ucéi u rezonancu sa oscilovanjem
tamne materije, Sto kao rezultat ima karakteri-
sticne promene orbite. Ustanovljena je zavisnost
amplituda i perioda pikova rezonanci od para-
metara koji karakterisu vremenski-periodican
potencijal. Produbljivanje zapocete analize mo-
Ze biti iskorisc¢eno u predikciji karakteristicnih
promena u orbitama S zvezda u galaktickom
centru.

Uvod

PoteSkoce standardnog modela tamne
materije, modela hladne tamne materije, da
reprodukuje ponaSanja tela na galakti¢kim i sub-
galaktickim skalama podstakle su razvijanje
alternativnih modela. Upravo je jedan od njih i
model tamne materije jednim delom sacinjene od
ultra lakih aksiona (ULA) (Hui et al. 2017).

Postojanje ULA motivisano je teorijom stru-
na i oni se mogu makroskopski opisati realnim
skalarnim poljem. ReSenje jednacine skalarnog
polja u njutnovskom limesu, pored standardnog
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potencijala ima i osciluju¢u komponentu, ¢ija
frekvencija oscilovanja zavisi od mase ULA.
Samim tim, galakticki haloi sa¢injeni od ULA
stvarali bi periodi¢no promenljiv gravitaconi
potencijal. Orbitalnu dinamiku u takvom ga-
laktickom halou moZemo razmatrati kao kretanje
tela pod uticajem vremenski-periodi¢ne pertur-
bacije (Boskovic er al. 2018).

Prisustvo vremenski-periodi¢ne perturbacije
se direktno odrazava na orbite, ali u sluc¢aju rezo-
nance promene orbite su najizraZenije. Do re-
zonance dolazi u slucaju kada je frekvencija
oscilovanja vremenski-periodi¢ne perturbacije
srazmerna kruZnoj ucestanosti orbitiranja tela.

Masi Gestice ULA od 107 eV/c? odgovara

period oscilovanjaod T = Lz ~1 godine. Period
mc

orbitiranja Sunca oko centra galaksije je ~2.5 -
-10% godina. Posto je kruZna uéestanost osci-
lovanja ULA 10® puta veca od kruZne u¢estanosti
orbitiranja Sunca, i njemu po periodu sli¢nih
zvezda, ono se nalazi u brzo-promenljivom po-
tencijalu, pa je stoga uticaj pozadinskih pertur-
bacija zanemarljiv (Boskovic et al. 2018).

S druge strane, zvezde bliske supermasivnoj
crnoj rupi (SMBH), poput S zvezda, koje imaju
period oscilovanja oko centra galaksije reda
desetine godina, mogu da udu u rezonancu sa os-
cilovanjem ULA. Karakteristi¢ne promene
njihovih orbita bi mogle biti observabilne. De-
tekcija takvih promena sugerisala bi postojanje
ULA, ili omogudila suzavanje opsega parame-
tara koji ih opisuju.

Uporedo, sticanjem Sire slike o dinamici tela
u prisustvu vremenski-periodi¢ne perturbacije,
moze se razumeti uticaj pritiska zracenja pro-
menljive zvezde na orbite malih tela koja se oko
nje krec¢u. Naime, periodi¢no-promenljiva lumi-
noznost zvezde izaziva vremenski promenljivi
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pritisak zracenja koji moZe imati znacajan uticaj
na dinamiku malih tela (Saslaw 1978). U opi-
sivanju orbitalnog kretanja oko promenljivih
zvezda, promenljivu luminoznost, odnosno pro-
menljiv pritisak zracenja moZemo opisati vre-
menski-periodi¢nom perturbacijom.

Cilj ovog rada je razumevanje veze izmedu
rezonanci, njihovog perioda i amplituda pikova i
parametara koji opisuju vremenski-periodi¢nu
perturbaciju.

Kretanje tela u promenljivom
potencijalu

Kretanje tela u periodi¢no promenljivom
potencijalu opisujemo drugim Njutnovim za-
konom za konzervativnu silu uz prisustvo ra-
dijalne vremenski-periodi¢ne perturbacije na
slededi nacin:

. P .
r—— =-V'(r) +f,(r) cos(Z ot + )

r (M
gde je V' vremenski nezavisna komponenta gra-
vitacionog potencijala. Vremenski izvodi su
oznaceni tackom, a radijalni apostrofom. U
sluc¢aju kada razmatramo dinamiku oko pro-
menljive zvezde, V potice od njene gravitacije. S
druge strane, u kontekstu kretanja S zvezda oko
SMBH u halou koji je delom sacinjen od ULA,
on je uzrokovan prisustvom SMBH i pozadniske
mase. Clan:

Sfo(r) cos(2 ot + o) 2)

predstavlja periodi¢no promenjivu komponentu
potencijala, odnosno vremenski-periodi¢nu
perturbaciju frekvencije ®, a / redukovani mo-
ment impulsa:

[=r’Q
gde je QQ kruzna ucestanost orbitiranja tela i r ra-
dijus orbite.
Jednostavnosti radi nadalje ¢emo smatrati da

je kretanje u odsustvu perturbacije kruzno, kada
vazi:

o 3)

gde je Q, kruzna ucestanost orbitiranja tela u
odsustvu perturbacije i gde je V' evaluiran u 7.
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Posto izraz (1) ne moZe biti resen egzaktno
analiticki, jednacina je reSavana perturbativno.
Radena je perturbacija radijusa oblika:

2
r=r,+en +em,

za sve ¢lanove jednacine kretanja po perturba-
tivnom parametru (g) oko nule, kako bi se utvr-
dila stabilnost orbite. Perturbativni doprinos
¢lana (2) je reda g, i zbog toga se on nalazi u
prvom redu perturbativnog razvoja. Dobijeno je
sledece:

. P

ro——=-V'r,)

7y (4)

. 3P

N+, ==V, + f(5)cos 2ot +a)

-~ (5)
.3 6> ,
MLt~ M =

r r

" 1 " !
=-V'(r,))n, ) Vi) nf +£3(ry) cos(2 ot + o) m,
(6)

Nadalje se zadrZzavamo na prvom redu per-
turbativnog razvoja, odnosno posmatramo samo
¢lanove skalirane sa prvim stepenom pertur-
bativnog parametra €. Tako dobijena jednacina
(5) predstavlja jednacinu prinudnog oscilatora u
kojoj do pojave rezonanci dolazi u sluc¢aju kada
kruZna ucestanost () ima vrednost o,

=30 +V'(r,
) )
Dabismo stekli uvid u efekat visih ¢lanova na
linearnom nivou u gore opisanom perturba-
tivnom razvoju, dozvoliéemo da parametar koji
kvantifikuje perturbaciju radijusa € i parametar
koji kvantifikuje intezitet perturbacije a ne budu
isti (Saslaw 1978):

2
en, + [3{1 +V"(ry) —af,(r,) cos ot + a)j- emn, =
¥,

0

=af,(r)cos (2ot + o) (8)

Ukoliko bismo uzeli da je a =€, ¢lan koji je
viSak u odnosu na (5) bi postao deo jednacine (6).
Na taj nacin, na linearnom nivou uvr§tavamo do-
prinose visih ¢lanova. Nadalje ¢emo parametre
perturbativnog razvoja a i € ,,apsorbovati” um, i
fo- Izraz (8) ima oblik nehomogene jednacine
Matjea, i ne moZe se analiticki reSiti. Ova jedna-
¢ina ispoljava parametarske rezonancije. One,

ASTRONOMIJA « 45



kao i regularne rezonancije, izazivaju znac¢ajno
povecanje amplitude. Za razliku od regularnih
rezonancija, gde dolazi do linearnog povecanja
amplitude sa vremenom, kod parametarskih
rezonancija rast amplitude je ekponencijalan
(Bender i Orszag 1999). Iako ¢lan koji ih izaziva
ima manji perturbativni doprinos u odnosu na
ostale ¢lanove parametarske rezonancije mogu
imati kumulativni efekat i na taj nacin uticati na
stabilnost orbite. Da bismo ih opisali moramo
ste¢i uvid u doprinose visih redova perturbacije
kretanja. Stabilnost jednacine (8) se mozZe
razmatrati na nivou homogene jednacine Matjea
oblika (Boskovi¢ et al. 2018):

d'n, + (40, +7(20)° cos201)n, =0

dr? (9)

gde y sada kvantifikuje intezitet perturbacije. Na
osnovu jednacine (9) je moguce odredivanje
vrednosti frekvencija oscilovanja sistema pri
kojima dolazi do parametarskih rezonancija i
razmatranje stabilnosti jednacine u zavisnosti od

D i _ S (5)

_ Tes 1
parametara a =— iy = 7
o) 4y

2
U slucajua = NT (gde je N prirodan broj) re-

Senja su nestabilna za sve vrednosti y osim y =0
(Bender i Orszag 1999). Samim tim frekvencije u
sluc¢aju parametarskih rezonancija imaju sledeci
oblik:

2 (Dres

N (10)

Parametarske rezonancije predvidaju ekspo-
nencijalni rast orbite i to se moZe zakljuciti iz jed-
nacine (8). Medutim, to predvidanje iskljucuje
uticaj ¢lanova iz viSih redova perturbativnog
razvoja koji takode doprinose stabilnosti orbite.
Njih je moguce uzeti u obzir jedino proucavajuci
direktno pocetnu jednacinu (1). Zbog nemoguc-
nosti da se tome adekvatno pristupi analiticki,
nadalje ¢emo prisupiti numericki, prvo u kon-
tekstu kretanja tela u neposrednoj blizini SMBH.

Kretanje tela u neposrednoj blizini
SMBH u prisustvu ULA

U slucaju koji se sada razmatra kretetanje tela
je primarno diktirano SMBH, ali na njega utice i
homogena pozadina (aprkosimacija za sva druga
masivna tela, prasinu i gas koji se nalaze unutar
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orbite), kao i vremenski-periodi¢na perturbacija
zbog prisustva ULA.
Kretanje tela mogude je opisati na njutnov-
skom nivou u prvoj aproksimaciji:
&r_ 1, M0
ez r?
+ 47y APl COS(21 +2Y)

r+
(11)

Gornja jednacina je formulisana u bezdimen-
zionalnom obliku uvodenjem reskaliranih veli-
¢ina pogodnih za nas problem:

r—

t r
> =M -
dyn rI

M SMBH (1 2)

gde je Mg\gy masa centralnog objekta, u ovom
sluc¢aju SMBH oko koje telo orbitira, r; radijus
kruzne orbite u slu¢aju zanemarivanja pozadine i
vremenski-periodi¢ne perturbacije,

Ty = dinamicka skala nepertur-

yn [

GMSMBH / }ll'3
bovanog kretanja i Y fazna razlika. U slucaju ko-
Ji se trenutno razmatra ry = 10 mpe, 1, = 7.4 yr
gde su odabrane vrednosti motivisane vredno-
stima za orbitu i period S2 zvezde. Takode je
uzeto daje Y =0.

Za pocetak potrebno je odrediti pocetne us-
love koji bi odgovarali kruznoj orbiti u odsustvu
vremenski-periodi¢ne perturbacije. Njih je mo-
guce dobiti iz uslova minimuma efektivne poten-
cijalne energije, odnosno minimuma sledeée
funkcije (Tong 2018):

P M r? —3R?
2r? “t 2R?

Vi) ==+
g (13)

Pocetni uslovi za kruZnu putanjuzar=1u
odsustvu vremenski-periodi¢ne perturbacije:
. . M
r=00¢=,1+—2,¢=0
¢ R (14)
Radi daljeg numerickog reSavanja izraz (13)
je podeljen po komponentama na dva zasebna:

Fit2F =0 (15)
F—r@* =
1 M,
=_?_ RCSX r+4n;\‘ULApexerOS(2L0t) (16)

Da bi se doslo do vrednosti wkoja odgovara
pojavi rezonanci primenjeni su zakljucci steceni
reSavanjem izraza (7). Varirana je vrednost para-
metra N u izrazu (10), a potom je jednacina (11)
numericki reSavana RK4 metodom (Press et al.
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Slika 1. Funkcija () u sluc¢aju a) o = 2o,

res”

bo=on,ic)o= 5 Ors (za vrednosti mase

homogene pozadine i udela ULA uzeto je

M, =107 Mgy i Ly = 0.3). Zbog rezolucije
oscilacije visih frekvencija nisu razdvojene na
grafiku.

Figure 1. Function r(¢) fora) ® =20,, b) o = o,

res?

and c) o = 7 O (for values of mass of homogeneous

background M, =107My,,,, and ULA contribution
Aua = 0.3). Due to the resolution, high frequency
oscillations are not separated in the figure.
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2007). U slucajevima N €{1, 2, 4}, odnosno
0=20_,0=0_10=

Tes? Tes E

o, doslo je do pojave

rezonanci. Primetimo da visi ¢lanovi smiruju pa-
rametarske nestabilnosti u rezonance konac¢nih
amplituda.

Za maksimalnu masu homogene pozadine
uzeto je M, =107 Mg, gde je Mgy =4.02 x
x10° M, dok je za maksimalni moguéi doprinos
ULA uzeto 30% (A, = 0.3) (Boskovic et al.
2018) i ispitivana 4je promena radijusa orbite op-
segu Moy = {107%, 5107, 107, 5107, 107%}
Msypu 1Ay, € [0.005, 0.3] sa korakom 0.005.
Nasslici 1 prikazana je promena orbite u vremenu
za rezonancije redom u slucajevima kada je

0=20,,0=0,10==0,.

Tes’ res 2

Rezonance se javljaju bez obzira na izabrani
set parametara koji opisuje osciluji¢u kompo-
nentu potencijala, Mcy 1Ay, U proveravanom
opsegu.

Zavisnost perioda i amplituda pikova
od parametara periodi¢no
promenljive komponente potencijala

Na istom opsegu odabranih parametara, kao
u prethodnom odeljku, pracena je promena am-
plitude i perioda pikova usled rezonancije.

Na slici 2 se moze primetiti da porastom
doprinosa ULA homogenoj pozadini, odnosno
intenziteta oscilujué¢e komponente, dolazi do po-
vecanja amplitude, odnosno smanjenja perioda
rezonancija.

U prethodnim rezultatima podrazumevano je
da je faznarazlika Y = 0. Da bi se razumeo i njen
uticaj na period i amplitudelpiko?\’/a varirana je i
FTg T n}. Prime
¢eno je da je taj uticaj zanemarljiv, jer je za ne-
koliko redova veli¢ina manji od uticaja ostalih
¢lanova.

onau opsegu: Y € {0, %n,

Ispitivanje prostora parametara
sistema

Motivisani razumevanjem problema na mi-
nimalnom prostoru parametara, jednacina kre-
tanja (11) je svedena na oblik:

d*r 1 N
= 7 +kr" cos(2mr)

ar (17)
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gde je k =4mh ,p., 0dnosno zanemaren je

o M () . e
¢lan —r posto on u rezonantnim sluc¢ajevima

(koji se ovde razmatraju) ima najmanji doprinos.

Pozadina ULA, koja je do sada aproksimira-
na homogenom raspodelom, je parametrizovana
uvodenjem n. Ova parametrizacija omogucava
razmatranje nehomogene raspodele ULA. Jedna-
¢inom (17) je obuhvaden i problem orbitalnog
kretanja malog tela oko promenljive zvezde, gde
vremenski-periodi¢na perturbacija ima zavisnost
r72, (r je radijus orbite). Prethodna analiza, koja
podrazumeva konstantnu gustinu aksiona, se
svodi na slucaj n = 1. Na osnovu dobijenih rezul-
tata primeceno je da odsustvo homogene poza-
dine kvalitativno ne uti¢e na period i amplitude
pikova rezonanci. Stoga su ranije dobijeni rezul-
tati prikazani na slici 2 konzistentni sa apro-

48 ¢ PETNICKE SVESKE 77

ksimativnom analizom u kojoj je izostavljen
uticaj homogene pozadinske mase.

Razmatrani su slucajevi proizvoljnih ki n
(k €[0.005,0.1]1n € [-2, 0]) i posmatran je
njihov uticaj na stabilnost orbite kada je = o, a
integracija je vrSena u vremenskom intervalu od
100000 7/, .

Na dijagramu stabilnosti (slika 3) primeéeno
je da su orbite uglavnom vezane u slucajevima
kada je k £0.07, odnosno da za svako n postoji
neko kriti¢no k za koje orbita prestaje da bude
vezana. Za razliku od toga Saslaw (1978) u svom
radu zakljucuje da za vrednost vecu od odredene
vrednosti worbite postaju nestabilne nezavisno
od vrednosti k. U istom radu je analizi stabilnosti
orbite pristupljeno analiticki, stroboskopskim
metodom, dok je u naSem radu kori§¢en nume-
ricki pristup. S obzirom da numeric¢ki pristup tre-
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tira kompletnu jednacinu, naS$i zakljucci su
pouzdaniji na razmatranom opsegu prostora pa-
rametara.

1z svega prethodnog se moze zakljuciti da po-
stoji rezim stabilnih, kao i reZim nestabilnih or-
bita odreden parametrom k. Pored stabilnog i
nestabilnog reZima primeceni su i meduslucajevi
u kojima orbite deluju vezano, iako poseduju am-
plitude reda nekoliko stotina neperturbovanih
radijusa orbite (slika 4).

Kao §to se moze videti na slici 4, u slucaju
metastabilnih orbita dolazi do naglih poveéanja
amplituda. Ovaj slucaj zahteva dalje razma-
tranje, posto nisu uzeti u obzir uticaji drugih ma-
sivnih tela u okolini orbite.
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80000 100000

Zakljucak

U ovom radu ispitivana je dinamika tela u
gravitacionom potencijalu u prisustvu vre-
menski-periodi¢ne perturbacije sa fokusom na
kretanje tela u neposrednoj bizini SMBH u
prisustvu ULA. Primecena je pojava rezonanci u

slu¢ajevima o=20, , o=0,1 0= 0_, bez

res? Tes 2 res?

obzira na izabrani set parametara u razmatranom
opsegu parametara koji opisuju sistem. Varirana
je masa homogene pozadine i intenzitet do-
prinosa ULA, i primecen je ocekivan porast am-
plitude i smanjenje perioda pikova rezonanci sa
porastom doprinosa ULA, odnosno intenziteta
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oscilujué¢e komponente potencijala (vremenski-
-periodi¢ne perturbacije). Potom je varirana fa-
zna razlika oscilujuée komponente i primecéen je
uticaj na period i amplitude pikova, za nekoliko
redova veli¢ina manji od uticaja ostalih para-
metara.

Problem je potom razmatran na minimalnom
prostoru parametara. Pozadinska masa, koja je
prethodno bila aproksimirana homogenom ras-
podelom, je parametrizovana, $to je omogucilo
razmatranje sluc¢aja nehomogene raspodele iste.
Samim tim obuhvaden je i problem orbitalnog
kretanja malog tela oko promenljive zvezde gde
vremenski-periodi¢na perturbacija ima zavisnost
r~2, gde je r radijus orbite. Na osnovu dobijenih
rezulata potvrdena je polazna pretpostavka da
odsustvo homogene pozadine kvalitativno ne
utice na period i amplitude pikova rezonanci.

Takode, primeéeno je da su orbite uglavnom
vezane u slucajevima kada je £ <0.07, odnosno
da za svako n postoji neko kriti¢no & za koje or-
bita prestaje da bude vezana. Pored stabilnog i
nestabilnog reZima primeceni su i meduslucajevi
u kojima orbite deluju vezano, iako poseduju am-
plitude reda nekoliko stotina parseka. Fizi¢ki,
takav scenario nije mogu¢ zbog uticaja drugih,
okolnih masivnih tela, stoga je u daljoj analizi
potrebno i njih uzeti u obzir.

U ovom radu razmatran je slucaj kruznih or-
bita. Kako bi analiza bila astrofizicki relevant-
nija, potrebno ju je proSiriti i na ekscentri¢ne
orbite. Takode problem je potrebno razmotritiiu
slucaju n > 0. Posto nije fizi¢ki opravdano da
udeo tamne materije neograniceno raste sa ras-
tojanjem, potrebno je uvesti neku vrstu profila
gustine (npr. Gausovog tipa). Pored toga po-
trebno je da se detaljnije ispita reZim metasta-
bilnih orbita, odnosno da se poveca rezolucija
dijagrama stabilnosti, kako bi se jasnije uvidele
granice izmedu reZima.

Zahvalnost. Zahvaljujemo se Sanji Mihaj-
lovi¢ i Petru Saulic¢u na pomoci oko numericke
obrade dela podataka, kao i Teodori Capkoi Vla-
danu Dukiéu. Posebnu zahvalnost dugujemo
mentoru Mateji Boskovicu.
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Milica Stepanovi¢ and Ana-Marija Ceranic¢

Orbital Dynamics Under the
Influence of Time-Periodic
Perturbations

In this work we have considered the conse-
quences of a scenario in which dark matter is
(partly) made of ultra-light axions (ULA). These
particles can be macroscopically described by a
real scalar field which oscillates. The main goal
of this work is understanding the orbital dynam-
ics of a body under the influence of a time peri-
odic perturbation arising from such a field.

We have analyzed the influence of ULA on
the stability of stellar orbits, where we consid-
ered the case of the dynamics being primarily
dictated by the presence of the central body, in
the context of S stars orbiting close to the super
massive black hole (SMBH). For certain values
of angular frequencies of motion it has been no-
ticed that the body could enter in the resonance
with the dark matter oscillations. Consequently,
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this leads to characteristic changes of the orbit
(Figure 1). Resonances occurred regardless of
the selected parameter set. We have established a
dependence of the amplitudes and the periods of
resonance peaks on the parameters that describe
time-dependent and periodic potential, mass of
the homogeneous background (approximation
for all other massive bodies, dust and gas within
the orbit) and ULA contribution (Figure 2).

The problem was then considered on a mini-
mal set of parameters. This allowed consider-
ation of both the inhomogeneous background
ULA distribution, as well as the motion of small
bodies around the variable star, where the
time-periodic radiation pressure scales with the
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orbital radius r as r . It was noticed that there
were three regimes, with stable, unstable and
metastable orbits (Figure 3). In the case of
metastable orbits, there were sudden increases in
amplitudes, reaching several hundred pc, but the
orbits still seemed bounded. This scenario re-
quires further consideration because the effects
of other massive bodies were not included.
Further analysis of the phenomena addressed
in this work could be used for the realistic predic-
tion of the characteristic changes of S star orbits
around the galactic center in the presence of
ULA. Detection of such changes would suggest
the existence of ULA or narrow the range of the
parameters that describe them. o
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