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Ilija Anastasijeviæ

Numerièko ispitivanje
plimskog zagrevanja
Encelada

Cilj ovog rada je implementacija modela plim-
ske interakcije u Saturnovom sistemu, pre svega
model plimske deformacije samog Saturna i njen
uticaj na orbitalnu evoluciju njegovih satelita.
Saturn i njegove plimske izboèine modelovani su
kao materijalne taèke. Napisan je N-Body inte-
grator za Saturnov sistem u kome je uzet u obzir
efekat Saturnovih plimskih izboèina. Model je
proveren na primeru ravnote�nog zagrevanja u
Enceladu. Odstupanje numerièkih rezultata od
analitièkih predviðanja iznosi oko 1%. Takoðe
je proveravan i sam integrator i potvrðeno je da
oèuvava energiju i moment impulsa sistema.
Model opisan u ovom radu adekvatan je za
kratkoroène integracije. Ipak, za ispitivanje
dugoroène evolucije sistema neophodan je
model plime u samim satelitima, što zahteva
model unutrašnje strukture satelita.

Uvod

Plimska sila je prividna sila koja dovodi do
deformacije nebeskog tela usled prisustva gradi-
jenta (nejednakog intenziteta) gravitacionog
polja nekog drugog tela u sistemu. Ovakva defor-
macija tela koja nastaje kao posledica dejstva
plimske sile se naziva plimskom deformacijom.
Plimske interakcije izmeðu tela Sunèevog siste-
ma mogu biti uzrok energiènih vulkanskih ak-
tivnosti èak i u odsustvu tektonike ploèa. Zatim,
plimska deformacija nebeskih tela odra�ava se i
na njihovu meðusobnu gravitacionu interakciju.
Iako je ovaj efekat malog intenziteta, njegov
uticaj postaje primetan na velikim vremenskim

skalama, od nekoliko miliona do nekoliko milija-
rdi godina, u zavisnosti od karakteristika sistema.
Takoðe, uz adekvatan model plimske interakcije
u sistemu, mogu se doneti zakljuèci o unutrašnjoj
strukturi i okolnostima nastanka tela.

Na ju�nom polu Encelada plimsko zagreva-
nje, koje nastaje kao posledica gubitka energije
tokom plimske deformacije, uzrokuje gejzire
vodene pare i leda èija je snaga mnogo veæa od
klasiènih predviðanja (Porco et al. 2006). Meha-
nizam koji bi objasnio ovakvo zagrevanje mora
da proðe „Mimas test” (Squyres et al. 1983). To
znaèi da on ne sme da izazove znatno veæe zagre-
vanje Saturnovog satelita Mimasa. Mimas je sa
stanovišta plimskog zagrevanja relativno inertan,
imajuæi u vidu mirnu površinu i pribli�no kru�nu
orbitu. Zagrevanje satelita zbog spin-orbit libra-
cije, tj. oscilovanja strane Encelada okrenute pre-
ma Saturnu, (Wisdom 2004) predlo�eno je kao
jedan od mehanizama. Meðutim, predviðena lib-
racija nije uoèena. Lissauer i saradnici (1984)
pokušali su da objasne plimsko zagrevanje En-
celada preko 2 : 1 rezonance srednjeg kretanja sa
Janusom, za koju je verovatno da se desila tek
nekoliko desetina miliona godina u prošlosti.
Meðutim, procena za vrednost Janusove mase je
kasnije smanjena, što dovodi i do manjeg plim-
skog zagrevanja (Peale 1999). Plimsko zagre-
vanje Encelada bi se takoðe moglo objasniti ako
se pretpostavi višeslojni viskoelastièni model sa-
telita (Ross i Schubert 1989), gde satelit ispolja-
va svojstva i viskoznih i elastiènih tela, tj. te�i da
se deformiše kao jedinstvena celina i da se vrati u
prvobitni oblik nakon prestanka deformacije.
Ovaj model ne obazire se na Mimas test, pa po-
stoji moguænost da bi ovakav model takoðe
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predvideo i znatno zagrevanje Mimasa, što je u
kontradikciji sa trenutnim posmatranjima.

Meyer i Wisdom (2007) su ispitivali plimsko
zagrevanje Encelada u prisustvu njegove 2 : 1 re-
zonance srednjeg kretanja sa Dionom kao po-
tencijalno objašnjenje za posmatranu vrednost
zagrevanja. Vrednost koju su dobili, 1.1 GW,
znanto je manja od posmatrane (13-18 GW, La-
iney et al. 2012). Meðutim, Lainey i saradnici
fitovanjem astrometrijskih posmatranja dobijaju
nove vrednosti disipacije energije unutar Satu-
rna, i zakljuèuju da takvo zagrevanje Encelada
ipak jeste jedno od moguæih objašnjenja.

Da bi se ovi modeli numerièki proverili, neo-
phodan je kompletan model plimske interakcije
Saturnovog sistema. Cilj ovog rada je imple-
mentacija modela plimske deformacije Saturna,
kao i provera na primeru ravnote�nog zagrevanja
Encelada. Ovo je prvi korak u formiranju celog
modela, o kome æe biti reèi u diskusiji.

Model

Plimska deformacija

U narednom delu razmatran je uticaj plimske
sile na planetu oko koje orbitira satelit. Analogan
proces dešava se i na satelitu, pod uticajem pla-
nete. Usled uticaja plimske sile satelita na pla-
netu, dolazi do stvaranja dve plimske izboèine na
površini planete. Deformacija oblika planete
uzrokuje trenje izmeðu slojeva razlièite gustine
unutar planete, zbog èega se iz sistema gubi ener-
gija u vidu toplote. Takoðe, trenje za posledicu
ima i kašnjenje u reakciji površine planete na pri-
nudnu silu sa satelita, zbog èega je osa plimskih
izboèina pomerena od pravca ka satelitu za neki
ugao (slika 1). Ovime se mo�e zakljulèiti da se
sam površinski sloj planete ponaša kao prinudni
harmonijski oscilator, èija jednaèina glasi (Mu-
rray i Dermott 1999):

mx kx x F t�� � cos� � � �� �0 ,

gde je x radijalni pomeraj oscilatora iz ravno-
te�nog polo�aja, m masa oscilatora, k koeficijent
elastiènosti oscilatora, � koeficijent prigušenja
oscilatora koji predstavlja meru gubitka energije
tokom oscilovanja, F

0
amplituda prinudne sile a

� njena ugaona frekvencija. U ovom sluèaju, os-
cilatorno kretanje vrši taèka na površini planete,

a prinudna sila je gravitaciona sila satelita, èija je
faza uslovljena orbitiranjem satelita oko planete.
Ovu jednaèinu nakon deljenja sa m mo�emo na-
pisati u obliku:

�� � cosx x x
F

m
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,

gde je �
0

ugaona frekvencija oscilatora prilikom
slobodnih oscilacija, a � vremenska skala priguš-
enja. Pretpostavkom x A t� �cos( )� 	 dobijamo
izraz za amplitudu oscilatora A:
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Fazni pomeraj 	 (ugao izmeðu ose koja spaja
plimske izboèine i satelit; videti sliku 1) dat je
jednaèinom:
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Iz jednaèina (1) i (2) mo�e se zakljuèiti da
amplituda oscilacija zavisi od amplitude prinud-
ne sile sile i njene frekvencije, dok fazni pomeraj
zavisi samo od frekvencije prinudne sile. 	 je ne-
gativno (� � �� 	 0) za svako �(Baierlein 1983;
Feynman et al. 1963), odakle sledi da reakcija
površine planete uvek kasni za delovanjem plim-
ske sile.

Fazni pomeraj 	mo�emo povezati sa fakto-
rom dobrote Q, koji predstavlja odnos maksimal-
ne i izgubljene energije tokom jedne oscilacije.
Faktor dobrote definisan je sledeæom jednaèi-
nom:

Q
E

E
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2 0�
�

,
(3)

gde je E
0

maksimalna energija tokom oscilacije,
a �E izgubljena energija tokom oscilacije. Iz
jednaèine (1) preko definicije rada povratne sile
dobija se sledeæi izraz za E

0
:
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Rad sile otpora koja izaziva prigušenje na po-
meraju �x u vremenu �t je� ��x x, pa je stopa gubi-
tka energije �

�E x� �� 2 . Zamenom x u tom izrazu
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dobija se �E A� 1
2

2 2� � , srednja stopa gubitka

energije. Gubitak energije u jednom ciklusu osci-
latora onda se dobija iz sledeæe jednaèine:
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, tj. priguše-

nje oscilatora je slabo i oscilator nije blizu rezo-
nance, jednaèine (2)-(5) mogu se uprostiti, i onda
se zamenom jednaèina (4) i (5) u jednaèinu (3)
dobija, iz jednaèine (2), da je:

sin 	 � � 1
Q

.
(6)

Iz ovog modela sledi da æe satelit koji orbitira
sa srednjim kretanjem n oko planete èija je uga-
ona brzina rotacije oko svoje ose � izazivati pli-
mske oscilacije sa frekvencijom prinudne sile�=
= 2(� – n), što predstavlja relativnu ugaonu brzi-
nu satelita u odnosu na taèku na površini planete
koja je uzeta za oscilator (za ilustraciju konfigu-
racije sistema pogledati sliku 1). Ako je �� 0, tj.
�� n, rad momenta sile plimskih izboèina pla-
nete na satelit i momenta sile satelita na plimske
izboèine planete neæe biti jednaki. Ovo dovodi
do promene orbitalne energije satelita, to jest
� ( )E n� �� � , gde je� rezultujuæi moment sile, što
izaziva orbitalnu evoluciju kod satelita. Pošto se
plima na satelitu ponaša isto kao i plima na pla-
neti, model prinudnog oscilatora mo�emo prime-
niti i na satelitu. U tom sluèaju, planeta je ta koja
daje prinudnu silu u oscilatoru. Dejstvo planete
na plimske izboèine satelita usporava njegovu
rotaciju, pa æe se period rotacije satelita vreme-
nom pribli�avati njegovom orbitalnom periodu.
U ovom radu, plimska deformacija satelita nije
modelirana zbog nepoznate unutrašnje strukture
satelita.

Umesto raèunanja oblika planete koji je nas-
tao deformacijom i raèunanja gravitacionog
potencijala preko kvadrupolnog razvoja, mo-
�emo aproksimirati planetu i plimske izboèine
kao tri materijalne taèke mase M – 2μ, μ i μ (Hut
1981, slika 1). Ukupna sila koja deluje na satelit
u orbiti plimski deformisane planete je onda zbir
gravitacionih uticaja centralne mase i dve plim-
ske izboèine:
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gde je M masa planete, m masa satelita, r udalje-
nost izmeðu planete i satelita, a R srednji radijus
planete. Masa plimske izboèine μ data je jedna-
èinom:
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Slika 1. Ilustracija modela plimske deformacije
planete. Plimske izboèine su aproksimirane
materijalnim taèkama. Konfiguracija masa na ni�oj
slici, kao i mase, predstavlja sistem èiji je potencijal
ekvivalentan spoljašnjem potencijalu plimsko
deformisane planete u kvadrupolnoj aproksimaciji
(Hut 1981).

Figure 1. An illustration of the model for planetary
tides. Tidal bulges are approximated with point
particles. Mass configuration is shown in the lower
figure. The potential of this configuration is
constructed to have the same external potential as the
potential of a deformed planet in quadrupole moment
approximation (Hut 1981).



gde je �
�

� T

Q2

1
arctan (Lainey et al. 2012) vre-

mensko kašnjenje plimske izboèine za satelitom,
a k2 Lavov broj planete, koji predstavlja apstrak-
ciju unutrašnje strukture planete. Parametar T
predstavlja period plimskih oscilacija na planeti.
U sluèaju Saturna, kao što je gore pomenuto,

T
n

�
�
�

�
. Uglovi � i �� mogu se dobiti prime-

nom sinusne i kosinusne teoreme (slika 1). Ti
uglovi dati su sledeæim jednaèinama:
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Ovakav model adekvatan je za opisivanje sis-
tema gde je ravnote�na plima dominantna nad
dinamièkom, tj. gde se najveæi gubitak energije
ostvaruje kroz samu promenu oblika tela, a ne
kroz meðusobne interakcije slojeva razlièite ela-
stiènosti. Pošto se u ovom radu pretpostavlja
ravnote�na plima na Saturnu, ovaj model je ade-
kvatan za potrebe ovog istra�ivanja. Jednaèine
(7)-(9) mogu se objediniti u jedan izraz (Leconte
et al. 2010), što je i uraðeno u ovom radu radi je-
dnostavnosti raèuna:
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gde su
�

�
p

i
�

n vektori ugaone brzine planete, od-
nosno srednjeg kretanja satelita.

Radijalna plima i ravnote�ni
ekscentricitet

Pre nastavka diskusije, neophodno je ukratko
proæi kroz teoriju kretanja tela u polju centralne
sile. Jednaèina kretanja u polju centralne sile data
je jednaèinom:

�
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F mr F� � ����
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, (11)

gde je m masa tela, r njegov polo�aj, a Veff efe-
ktivni potencijal sile, koji predstavlja zbir cen-
trifugalnog i centralnog potencijala. Ova se je-
dnaèina mo�e napisati u polarnim koordinatama:
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gde je l moment impulsa tela koje se kreæe u po-
lju centralne sile po jedinici mase. Pošto je sis-
tem koji se razmatra dvoèestièni (na primer,
planeta i jedan njen satelit), moment impulsa
sistema je odr�an, te je opravdano korišæenje po-
larnog koordinatnog sistema. Uvoðenjem smene

u
r

� 1
u jednaèinu (12) i smene diferenciranja po

� (polarni ugao) umesto t, jednaèina (11), uz
izraz za silu iz jednaèine (12), dobija oblik:
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Za gravitacionu silu centralni potencijal ima

oblik V
km

r
� � , gde je k M� � . Za ovaj poten-

cijal jednaèina (13) ima oblik:
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Rešavanjem ove jednaèine dobijamo jedna-
èinu orbite u polarnim koordinatama:
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. Orbitalna energija tela u

polarnom koordinatnom sistemu data je formu-
lom:
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Korišæenjem izraza imamo:
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Ako zamenimo u jednaèinu (15) izvod jedna-
èine (14) po �, dobijamo:
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Kao što je u prethodnom odeljku pomenuto,
plimsko zagrevanje je posledica deformacije tela
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usled plimske sile. U sluèaju satelita u kru�noj
sinhronoj orbiti, kru�na uèestalost plimske sile
�� � �� n 0, pa više nema promene oblika povr-
šine satelita ni plimskog zagrevanja u satelitu.
Meðutim, ako je orbita satelita ekscentrièna,
zbog promenljive udaljenosti izmeðu satelita i
planete dolazi do varijacije u amplitudi plimske
sile, što uzrokuje rastezanje satelita ka planeti i
plimsko zagrevanje satelita. Ova pojava naziva
se radijalna plima. Pošto je jedina velièina u jed-
naèini (16) koja se ne odr�ava ekscentricitet sate-
lita e, disipacija energije usled radijalne plime
kod satelita ispoljava se kao smanjenje ekscentri-
citeta, odnosno cirkularizacija orbite satelita.

Naime, stopu zagrevanja satelita usled radi-
jalne plime mo�emo izraèunati preko odr�anja
momenta impulsa (Murray i Dermott 1999).
Ukupan moment impulsa satelita mo�emo napi-
sati kao zbir orbitalnog i rotacionog momenta
impulsa. Rotacioni moment impulsa mo�emo
zanemariti jer je mnogo manjeg intenziteta od
orbitalnog momenta impulsa. Iz jednaèine (16)
mo�emo izraziti ekscentricitet:

e
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2
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41
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(17)

U sistemu N tela, l (orbitalni moment impu-
lsa jednog od N satelita u odnosu na planetu) nije
konstantna velièina zbog perturbacije orbite od
strane drugih tela. Meðutim, u ovom sluèaju od
interesa je samo radijalna plima i njen efekat na
ekscentricitet, pa se uzima da je �l � 0. Sledi, uz
pretpostavku da disipacija umanjuje ukupnu me-
hanièku energiju (videti diskusiju ispod jedna-
èine (6)), primenom vremenskog izvoda na
jednaèinu (17) izraz za promenu ekscentriciteta
pod uticajem radijalne plime u satelitu:
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Ako je satelit u rezonanci srednjeg kretanja sa
drugim satelitom, dolazi do pobuðivanja ekscen-
triciteta satelita zbog njihovog meðusobnog gra-
vitacionog dejstva. Ukoliko su srednji periodi
kretanja dva satelita celobrojni ili racionalni um-
nošci jedan drugog, sateliti æe jako èesto dolaziti
u istovetnu meðusobnu konfiguraciju. Ovo uzro-
kuje pojaèavanje njihovog meðusobnog dejstva,
poveæava se orbitalni moment unutrašnjeg sa-
telita, kao i njegova orbitalna energija, te dolazi i

do pobuðivanja ekscentriciteta unutrašnjeg sate-
lita u sistemu (videti jednaèinu (17)). Ova dva
efekta dolaze u ravnote�u pri nekom ekscentrici-
tetu e � 0, koji se naziva ravnote�ni ekscentri-
citet. Zagrevanje satelita u ovoj konfiguraciji
naziva se ravnote�no zagrevanje.

Ravnote�no zagrevanje satelita u prethodno
pomenutom sistemu od dva satelita mo�e se iz-
raèunati nezavisno od njegove unutrašnje struk-
ture korišæenjem zakona odr�anja energije i
momenta impulsa sistema (Lissauer et al. 1984).
Rad koji ulo�e plimske izboèine na satelite de-
lom se izgubi kroz plimsko zagrevanje H, a osta-
tak odlazi na promenu orbitalne energije sistema:
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gde su n
0
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1
srednja kretanja prvog i drugog sate-
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i T
1

momenti sila plimskih izboèina pla-
nete na satelite. Za rezonancu srednjeg kretanja
j j: ( )�1 , gde je j mali prirodan broj (odnosno
rezonanca je jaka) mo�emo uvesti rezonantni pa-
rametar � � � �jn j n
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gde je a velika poluosa orbite, iz prethodne je-
dnaèine dobijamo:
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Primenom jednaèina (19) i (21), zajedno sa
definicijom orbitalnog momenta impulsa i za-
kona odr�anja momenta impulsa, dobijamo izraz
za ukupno ravnote�no zagrevanje dva satelita u
ravnote�i:
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Pošto momenti sila zavise od amplitude plim-
skih oscilacija planete o kojima je bilo reèi u pret-
hodnom odeljku (izazvani su tangencijalnom
komponentom sile date jednaèinom (10)), ovo je
odlièna provera za model plimske deformacije,
uz poznavanje analitièkog izraza za momente si-
la (jednaèina (16) u radu Meyer i Wisdom 2007):
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Integrator

Za opisani plimski model napisan je N-body
simplektièki Leapfrog integrator. U integraciju
su ukljuèeni veæi Saturnovi sateliti: Mimas, En-
celad, Tetis, Diona, Rea i Titan, od kojih su En-
celad i Diona u 2 : 1 rezonanci srednjeg kretanja i
za njih va�i jednaèina (22). Pritom je pretpo-
stavka da se svo zagrevanje u sistemu odvija na
Enceladu, jer je iz posmatranja poznato da je
Diona mnogo manje geološki aktivna. Radi tes-
tiranja modela, vršeno je 40 integracija jedne
Enceladove orbite, koja traje 33 sata, za 40 razli-
èitih vrednosti faktora dobrote Saturna QS u ras-
ponu od QS = 1000 do QS = 4×105, što pokriva
parametarski prostor za QS koji se koristi u
literaturi (Lainey et al. 2012, Meyer i Wisdom
2007). Takoðe je vršena i du�a integracija u tra-
janju od 10 godina, kako bi se ispitalo ponašanje
orbitalnih elemenata satelita pod gravitacionim
uticajem plimskih izboèina Saturna.

Prilikom integracije uraèunati su efekti Sa-
turnovih plimskih izboèina na satelite i meðuso-
bna gravitaciona interakcija satelita. Zanemaren
je efekat plima u samom satelitu na orbite sate-
lita, zbog nedostatka modela unutrašnjosti sate-
lita. U sluèaju Encelada, kada se u jednaèinu (18)
kao stopa promene energije zameni dobijena
vrednost za stopu ravnote�nog zagrevanja iz jed-
naèine (22), dobije se promena ekscentriciteta
koja iznosi �e �8.2 �10–9 god–1 za trenutnu konfi-
guraciju sistema, što je zanemarljivo na vremen-
skom intervalu od jedne orbite. Ipak, ovaj efekat
se mora uraèunati prilikom dugoroènih integra-
cija, naroèito ako se uzme u obzir da radijalna
plima u satelitu ima više redova velièina veæi uti-
caj na evoluciju sistema nego moment sile od
plimskih izboèina. Takoðe su zanemareni per-
turberi van Saturnovog sistema (pre svega Jupi-
ter) i relativistièki efekti.

Osim provere na primeru ravnote�nog zagre-
vanja Encelada, uraðene su i opštije provere
integratora. Pošto su zanemareni efekti disipacije
na orbitu, simplektièki integrator æe odr�avati
energiju i moment impulsa.

Rezultati i diskusija

Dobijene vrednosti za ravnote�no zagrevanje
Encelada kreæu se u opsegu od 20 GW za QS =
= 1000, do 57 MW za QS = 4×105, sa relativnom
greškom od oko 1% u odnosu na analitièke vred-
nosti iz Meyer i Wisdom (2007) i Lainey i sarad-
nici (2012) (videti sliku 2). Greška ubrzano raste
u re�imu jako velikih vrednosti QS  105, gde je
disipacija u Saturnu veoma slaba i ugao izmeðu
ose plimskih izboèina i pravca ka satelitima je
veoma mali. Zbog toga dolazi i do veæe greške
pri raèunanju momenta sile plimske izboèine
Saturna na satelite, od kojih zavisi i plimsko za-
grevanje Encelada. Poreðenja radi, Lainey i
saradnici daju procenu k2S/QS = (2.3 ± 0.7) ×
× 10–4, što zajedno sa ovde korišæenom vredno-
šæu k2S = = 0.341 (Gavrilov i Zharkov 1977) daje
opseg 1130 �QS �2130, dva reda velièine manje
od gore pomenute vrednosti.

Na slikama 3, 4, i 5 prikazani su orbitalni
elementi Encelada i Dione koji su dobijeni inte-
gracijom sistema u trajanju od 10 godina. Uk-
ljuèivanje ostalih satelita u integraciju nije imalo
znaèajan efekat na sistem, zbog odsustva meðu-
sobnih orbitalnih rezonanci i kratkog vremena
integracije. Velike poluose Encelada i Dione
(slika 3) nisu se bitno promenile, zbog kratkog
vremena integracije. Ipak, oèekuje se da æe pri-
likom du�e integracije, zbog dejstva momenta
sile plimskih izboèina na Saturnu doæi do njenog
poveæanja. Sa druge strane, zbog cirkularizacije
orbite smanjivaæe se orbitalna energija, što
povlaèi i smanjivanje velike poluose. Na grafiku
ekscentriciteta Encelada (slika 4) mo�e se uoèiti
skok od 23% usled rezonance srednjeg kretanja
sa Dionom. Diona pobuðuje orbitalni moment
impulsa Encelada, što prema jednaèini (17) do-
vodi do poveæanja ekscentriciteta. Na grafiku
inklinacije Encelada i Dione (slika 5) primetan je
rast inklinacije Encelada i opadanje inklinacije
Dione usled uzajamnog gravitacionog delovanja
i nepoklapanja ravni orbita u odnosu na ostale sa-
telite u sistemu.
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Slika 2. Grafik zavisnosti
stope zagrevanja H
Encelada od faktora dobrote
Saturna QS. Donji grafik
predstavlja relativnu grešku
numerièkih podataka u
procentima.

Figure 2. Plot of Enceladus
heating rate in relation to
Saturn’s quality factor QS.
The solid line represents
analytical predictions, while
the crosses are numerical
data points. The bottom plot
represents the relative error
of numerical data in per
cents.

Slika 3. Prikaz oskulatornih
(trenutnih) velikih poluosa
orbita Encelada i Dione u
zavisnosti od vremena. Ne
mo�e se uoèiti znaèajna
promena velike poluose
ovih satelita na ovom
periodu integracije orbita.
Ono što bi se moglo
oèekivati tokom du�e
integracije je porast velike
poluose Encelada usled
delovanja plimskih izboèina
Saturna, a smanjenje usled
disipacije zbog plimskog
zagrevanja.

Figure 3. Osculating
semimajor axes of the orbits
of Enceladus and Dione in
time (years). No significant
change could be seen,
because of the short
integration period. In the
long run it is expected that
the semimajor axis of
Enceladus would increase
due to tidal bulges on Saturn
and decrease due to tidal
heating in Enceladus.
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Slika 4. Prikaz oskulatornog
ekscentriciteta Encelada i
Dione u zavisnosti od
vremena. Mo�e se uoèiti
jasan skok ekscentriciteta
Encelada, što je posledica
prisustva rezonance sa
Dionom. Rezonanca
pobuðuje orbitalni moment
impulsa, što zauzvrat
pobuðuje i ekscentricitet
(jednaèina 22).

Figure 4. Depiction of
osculating orbital
eccentricities of Enceladus
and Dione in time (in
years). It can be noticed that
the Enceladus eccentricity
has a noticeable peak which
is a consequence of the
resonance with Dione. As
can be seen from equation
22, due to the increase in
orbital angular momentum,
the orbital eccentricity
would also increase.

Slika 5. Oskulatorne
orbitalne inklinacije
Encelada i Dione u
zavisnosti od vremena. Vidi
se jasno poveæanje, odnosno
smanjenje inklinacije,
Encelada, odnosno Dione,
zbog uticaja ostalih satelita
u sistemu, koji nisu u istoj
orbitalnoj ravni kao ova dva
satelita.

Figure 5. Osculating orbital
inclinations of Enceladus
and Dione in time (in
years). A clear increase, i.e.
decrease, in the inclinations
of Enceladus and Dione,
respectively, can be seen.
This is a consequence of the
gravitational pull of the rest
of the satellites that have a
different orbital plane than
these two satellites.



Zakljuèak

U ovom radu sastavljen je numerièki model
plimske deformacije Saturna. Plimska defor-
macija mo�e se modelovati prinudnim harmo-
nijskim oscilatorom, gde je oscilator taèka na
površini planete (Murray i Dermott 1999). Re-
zultujuæe plimske izboèine na Saturnu imaju gra-
vitaciono dejstvo na satelit koji ih izaziva. Radi
lakšeg raèunanja momenta sile Saturna na sate-
lite, plimske izboèine mogu se modelovati mate-
rijalnim taèkama (Hut 1981). Model je proveren
na primeru ravnote�nog zagrevanja Encelada.

Za raèunanje plimskog zagrevanja satelita,
neophodno je znanje o njegovoj unutrašnjoj stru-
kturi. Meðutim, u sluèaju Encelada mo�e se isko-
ristiti njegova 2 :1 rezonanca srednjeg kretanja sa
Dionom. Na taj naèin plimsko zagrevanje Ence-
lada mo�e da se izraèuna kao funkcija momenata
sila Saturnovih plimskih izboèina na Encelad i
Dionu. Ovo opravdava i korišæenje plimskog za-
grevanja Encelada kao proveru za model defor-
macije Saturna.

Model plimske deformacije Saturna opisan u
ovom radu pokazao se kao adekvatan tokom tes-
tiranja u namenski napisanom N-Body Leapfrog
integratoru. Korišæenjem modela numerièki su
reprodukovane vrednosti plimskog zagrevanja
Saturnovog satelita Encelada iz rada Meyer i Wi-
sdom (2007) i Lainey et al. (2012) sa relativnom
greškom od 1%. Takoðe, ustanovljeno je da je
uticaj spoljašnjih satelita u Saturnovom sistemu
od male va�nosti za dinamiku unutrašnjih sate-
lita, Encelada i Dione.

Meðutim, ovakav model plimske deformacije
nije dovoljan za ispitivanje plimske interakcije u
sistemu. Kod dugoroènih integracija, efekat pli-
me na satelitima na njihove orbitalne elemente
više nije zanemarljiv. Zbog toga je neophodan
model unutrašnje strukture satelita, što bi upot-
punilo model plimske interakcije u sistemu. Je-
dna od moguænosti je modelovanje unutrašnje
strukture Encelada politropom, odakle se mo�e
dobiti profil gustine satelita (Horedt 2004). Iz
profila gustine je kasnije moguæe izraèunati vre-
dnost parametra k2 za Encelad. Ako je pri tom po-
znat i faktor dobrote Q, mo�e se precizno odrediti
ponašanje satelita tokom plimske interakcije.
Analogno, analizom uticaja Encelada na dina-
miku svemirske letelice koja vrši bliski prolaz,

mogu se dobiti procene za moment inercije sate-
lita iz kojeg se potom mogu ogranièiti modeli
unutrašnje strukture, a samim tim i procene za k2.
Uz upotrebu veæ poznatog odnosa k2/Q, mo�e se
proceniti i faktor dobrote Q, a samim tim i dina-
mika plimskih interakcija.
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Ilija Anastasijeviæ

Numerical Analysis of Tidal Heating
in Enceladus

This paper aims to implement a model of tidal
interaction in the Saturnian system. In particular,
the tidal deformation of Saturn and its influence
on the orbital evolution of its satellites is mod-
eled. Saturn and its tidal bulges are approximated
as a set of point masses. An N-Body code was
written for the system taking into account Sat-
urn’s tidal deformation. The model was tested on
the example of equilibrium heating in Enceladus.
Numerical results deviate from analytical predic-
tions with an error of 1%. The integrator itself
was also tested and it is shown to conserve en-
ergy and angular momentum. The model in its
current state is suitable for short-term integra-
tions of the system. However, for long term evo-
lution, it is also necessary to model the tides in
the satellites and their effect on satellite orbital
elements. That would require a model of the
satellites internal structure, a step to be taken in
future work.
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