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Modelovanje 1 analiza krive sjaja
cefeide sa egzoplanetom

Numericki je modelovana kriva sjaja cefeide sa tranzitirajucom egzopla-
netom u cilju ispitivanja mogucnosti detektovanja egzoplanete tranzitom.
Mogucnost detektovanja je ispitana u zavisnosti od poluprecnika planete i
velike poluose orbite planete, jer najvise uticu na amplitudu i period tran-
zita. Staticna zvezda modelovana je Edingtonovim modelom. Lineariza-
cijom jednacina strukture dobijena je linearna adijabatska talasna jed-
nacina, koja uz opis staticne zvezde daje fizicki opis pulsirajuce cefeide.
Koristeci resenje staticne zvezde opisan je parcijalno jonizovani sloj He,
Cije kontrakcije daju periodicne promene luminoznosti cefeide. Na kompo-
zitnu krivu sjaja sistema cefeide i egzoplanete dodate su greske radi dobi-
Jjanja realnije krive sjaja. Kvalitet signala tranzita opisan je faktorom Q,
koji je definisan kao odnos amplitude signala i standardne devijacije okol-
nog Suma. Analiza izvrSena na primeru zvezde & Cephei pokazuje da pla-
nete radijusa veceg od ~0.7 radijusa Jupitera zadovoljavaju granicu detek-
tabilnosti od 3 standardne devijacije. Pokazano je da se, sa sigurnoscu >3
standardne devijacije, metodom tranzita moZe detektovati ~40% (20%) do
sada (tranzitom) detektovanih egzoplaneta, ako bi one orbitirale oko &
Cephei.

Uvod

Pulsirajuce zvezde su zvezde Ciji se sjaj i ostale fizicke karakteristike
na povrsini menjaju priblizno periodi¢no kroz vreme. Mogu se podeliti na
osnovu duZine perioda pulsacija: RR Lyrae (izmedu 1 i 24 h), Cefeide (iz-
medu 1 150 dana) i Miride (izmedu 80 i 1000 dana) (Vukicevié¢-Karabin i
Atanackovié-Vukmanovi¢ 2004). One su najéesée dZinovi i superdZinovi.
Njihova nestabilnost se ogleda samo u slojevima blizu povrSine, u suprot-
nom ne bi doslo do pulsacija. Promena radijusa, luminoznosti i temperature
ovih zvezda objaSnjava se njihovim saZimanjem i Sirenjem.

Kao objasnjenje pulsacija prihvacen je kapa-mehanizam. One se obja-
Snjavaju time Sto zvezda nije u hidrostatickoj ravnotezi. Kad se zvezda Siri,
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sila pritiska gasa i zracenja (ukupni pritisak) opada brze od gravitacione
sile. U nekom trenutku ée gravitacija nadvladati ukupan pritisak pa ¢e zve-
zda poceti da se saZima. Dok se zvezda sazima, gravitaciona sila sporije
raste od sile pritiska. Kada sila pritiska nadvlada gravitacionu, zvezda krece
ponovo da se Siri (ibid.). Ovo oscilovanje bi viemenom prestalo usled ener-
getskih gubitaka (izmedu ostalog, usled disipacije), da ne postoji meha-
nizam koji ga podrZava. Za odrZavanje pulsacija odgovoran je parcijalno
jonizovani sloj helijuma He* u blizini povrsine zvezde (ibid). Prilikom saZi-
manja, zagreva se sloj He", pa dolazi do jonizacije He" — e + He™ i pove-
¢ava se neprozracnost. Zbog toga energija zracenja sporije napusta sloj, pa
se on zagreva, i dolazi do Sirenja. Prilikom Sirenja opada gustina sloja, do-
lazi do hladenja i rekombinacije He™ + e — He’. Smanjuje se neprozrac-
nost, pa se energija brze otpusta, i sloj se hladi, i potom dolazi do ponovnog
sazZimanja.

Cefeide karakteriSe izrazita pravilnost njihovih pulsacija i veliki sjaj
(mala apsolutna magnituda). Kako se period cefeide moze relativno jedno-
stavno izmeriti sa velikom ta¢no$¢u, na osnovu empirijske relacije period-
-sjaj, moze se odrediti njena apsolutna magnituda. Uz prividnu magnitudu
dobijenu posmatranjima, na osnovu Pogsonovog zakona moZze se odrediti
udaljenost cefeide. Kako su one crveni dZinovi, imaju veliku luminoznost,
pa se mogu posmatrati i na velikim udaljenostima. Zbog toga cefeide
pripadaju standardnim sveéama i intenzivno se koriste u odredivanju medu-
galaktickih udaljenosti i kalibrisanju drugih empirijskih relacija (ibid.).

Nema mnogo posmatranih cefeida za koje je poznata masa, $to otezZava
njihovo proucavanje. Zbog toga bi eklipsno dvojni sistemi sa cefeidom, u
kojima se moze odrediti masa cefeide, mogli biti znacajni, kako za asterose-
izmologiju, tako i za ispitivanje evolucionih modela zvezda. Bolje pozna-
vanje strukture cefeida moglo bi poboljsati pouzdanost relacije period-sjaj,
a time i pouzdanost drugih empirijskih relacija koje se koriste za odre-
divanje medugalaktickih udaljenosti. Preciznije odredivanje udaljenosti na
medugalakti¢kim i kosmoloskim skalama moZe omoguditi preciznija
merenja Hablovog parametra i drugih znacajnih parametara kosmoloskih
modela. Primer eklipsno dvojnog sistema sa cefeidom je cefeida oko koje
orbitira egzoplaneta.

U proteklih dvadeset i pet godina, zahvaljujuci misijama kao Sto su
HARPS i Kepler, detektovano je preko tri hiljade egzoplaneta. Njihovo
otkrivanje je izuzetno znacajno u potrazi za vanzemaljskim oblicima Zivota
i u ispitivanju teorija evolucije zvezdanih sistema (Schneider 2011). Na
osnovu perioda tranzita i krive radijalnih brzina iz posmatranja ovog sis-
tema, moZe se proceniti masa zvezde oko koje planeta orbitira (ibid.).

Ovaj rad ispituje kako radijus planete i velika poluosa orbite planete
uticu na mogucnost i sigurnost detektovanja tranzita planete oko cefeide. U
tu svrhu napravljeni su model cefeide 6 Cephei i model tranzita egzoplanete
oko nje koji daju krivu sjaja sistema.
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Modelovanje cefeide

U ovom odeljku je modelovana stati¢na struktura zvezde. ReSavanjem
jednacina strukture dobijeni su profili gustine, pritiska i temperature zve-
zde. Zatim su jednacine strukture razvijene po perturbativhom parametru
radi dobijanja jednacina koje opisuju promene fizickih veli¢ina u odnosu na
svoje ravnotezne vrednosti kroz zvezdu u toku vremena. 1z prethodnih jed-
nacina dobijena je kriva sjaja cefeide. Model stati¢ne zvezde iskori$éen je u
reSavanju tih jednacina.

Model stati¢ne zvezde

Stati¢na zvezda je modelovana pod pretpostavkom homogenog he-
mijskog sastava, radijalne simetrije i odsustva rotacije. Osim toga, klju¢na
pretpostavka je konstantan odnos pritiska zracenja i pritiska gasa kroz
zvezdu, koja se zasniva na slabom variranju proizvoda neprozrac¢nosti i
stope proizvodnje energije kroz zvezdu. Taj odnos je priblizno konstantan
za spoljasnje slojeve zvezde, u koje spada i parcijalno jonizovani sloj
helijuma (Hansen et al. 2004). DefiniSemo parametar 3 koji ¢e odredivati
odnos pritiska gasa i ukupnog pritiska:

Model zvezdane unutrasnjosti koji koristi ove pretpostavke poznat je
kao Edingtonov model. Sofisticiraniji modeli zvezda opravdavaju pretpo-
stavke ovog modela i rezultate koje on daje (ibid.).

U ostatku teksta podrazumevacéemo da su veli¢ine definisane po jedi-
nici mase, $to daje vezu izmedu gustine i zapremine p = 1/V. Pritisak u
zvezdanoj unutraS$njosti poti¢e od atoma i jona i moZe se opisati pritiskom

¢ k
idealnog gasa P, :i{ Tp, gde je R=—L-, pri Cemu je k, Bolcmanova kon-
I H
stanta, a m,; masa atoma vodonika. Medutim, pogotovo kod masivnijih
zvezda, kao $to su cefeide, treba uracunati i doprinos zracenja u ukupnom
pritisku zvezdane unutrasnjosti. Tada jednacina stanja ima oblik:
S
P=3rosla 1, M
U 3

gde drugi ¢lan predstavlja pritisak zracenja P, :é a,,T*, pri ¢emu je a_,

radijaciona konstanta.
1z pretpostavke 3 = const i jednacine (1) dobija se politropska jedna-

¢ina stanja sa indeksom 3, karakteristi¢na za Edingtonov model, koja daje

vezu izmedu pritiska i gustine (ibid.):

4

= 2

P=Kp?3, )

pri ¢emu je:

ZBORNIK RADOVA 2017

ASTRONOMIJA « 7



K

{ 3 1-p } (3)
S|
a, nP

Strukturu stati¢ne zvezde opisuju Cetiri diferencijalne jednacine. To su
jednacina odrZanja mase, koja daje raspodelu mase u zvezdi, jednacina
hidrostati¢ke ravnoteZe izmedu gravitacione sile i sile pritiska, jednacina
odrZanja energije, koja opisuje gradijent luminoznosti u zvezdi i jednac¢ina
koja opisuje prenos toplote kroz zvezdu. Sistem ove Cetiri jednacine nije
zatvoren jer nedostaje odgovarajuca jednacina stanja koja predstavlja vezu
izmedu pritiska, gustine i temperature. Kori§¢enjem jednacine (2) kao
jednacdine stanja, zbog toga Sto daje eksplicitnu zavisnost pritiska samo od
gustine, moguce je odvojiti prve dve jednacine strukture i reSiti ih neza-
visno od jednacina koje opisuju termodinamiku zvezde, §to znacajno olak-
Sava problem modelovanja zvezde.

Dakle potrebno je resiti sistem koji sa jedna¢inom stanja ¢ine zakon
odrZanja mase u diferencijalnom obliku:

M _yror? @)
dr
i jednacina hidrostati¢ke ravnoteZe:
dp _ GMp 5)
dr r?

Resenje ovih jednacina koje daju profil pritiska i gustine zavise od
centralne gustine, koja je osobina konkretne zvezde. Stoga se uvode
standardne bezdimenzione smene (ibid.) da bi se problem sveo na reSavanje
jednacine koja ne zavisi od konkretne zvezde ve¢ samo od politropskog
indeksa n:

p=p.0", r=ak (6)

gde je p, gustina u centru zvezde, 0 bezdimenziona gustina, a = bezdimen-
1

S
(n+DKp¢
4G
izmedu fizickog i bezdimenzionog radijusa. Koris¢enjem tih smena i jedna-
¢ina (2), (4) i (5) dobija se odgovarajuéa Lejn-Emdenova jednacina poli-

tropskog indeksa 3:
ld(gzdejz_e; ™

zioni radijus. Parametar o = predstavlja faktor skaliranja

Pocetni uslovi za reSavanje ove jednacine se mogu zapisati kao (ibid.):

0E=0) =1, 272(&0):9'(5:0):0_ ®

Prvi grani¢ni uslov znaci da je gustina u centru zvezde jednaka zadatoj
centralnoj gustini a drugi da gustina glatko konvergira ka centralnoj gustini.
Numerickim resavanjem ove jednacine Runge-Kuta metodom cetvrtog reda
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(Kiusalaas 2005), gde se integracija vrsi dok je bezdimenziona gustina veéa
od nule, dobijamo profil gustine zvezde. Dalje se na osnovu toga profil
pritiska moZe odrediti iz jednacine (2) i profil temperature iz jednacine (2) i
jednacine stanja idealnog gasa.

Za detaljno izvodenje Lejn-Emdenove jednacine, koje opravdava
navedene smene, Citalac se upucuje na literaturu (Hansen ef al. 2004).

Koris¢enjem jednacina (3), (4), (6), i (7) moZe se izraziti centralna gu-
stina preko mase i radijusa zvezde:

il
© 4nRP\E

kao i zavisnost § od hemijskog sastava i mase zvezde:
MY ., 1-p (10)
) -5

- - Lejn-Emdenova jednacina uz

q /) aG

4
k
ede je M7 =2 (2°0),, (BJ
T
vrednosti centralne gustine i politropske konstante daje profil gustine za
konkretan objekat (u nasem slucaju je to zvezda). Medutim, relacije (9) i
(10) daju moguénost da se za datu masu, radijus i hemijski sastav zvezde

dobije profil pritiska, gustine i temperature zvezde.

Model pulsirajuée zvezde

Model pulsirajuce zvezde izloZen u ovom radu pretpostavlja da su pul-
sacije Cisto radijalne, $to je odlika cefeida. Osim toga, aproksimira se da su
pulsacije adijabatski proces, tj. da nema gubitaka energije pri pulsiranju.
Adijabatska aporksimacija se odnosi na vezu izmedu perturbacija pritiska i
gustine i omogucéava odvajanje jednacina koje opisuju mehaniku zvezde od
jednacina koje opisuju termodinamiku zvezde. Neadijabatski efekti izraza-
vaju se u prigusivanju ili pojacavanju oscilovanja na duzim vremenskim
skalama (Cox 1980). Cinjenica da je to vreme veoma dugo u odnosu na
vreme posmatranja tranzita tj. vremenski interval u kome se generiSe kriva
sjaja koju analiziramo, opravdava ovu aproksimaciju.

Posmatrajmo zvezdu koja ima iskljucivo radijalne pulsacije, gde su
sile koje deluju posledica iskljuc¢ivo gradijenta pritiska i gravitacije. Jedna-
¢ine koje opisuju pulsiranje slojeva zvezde su zakon odrzanja mase (5) i
drugi Njutnov zakon:

. OP GM (11)
r=——m-— .
or r?

Pretpostavimo da postoji ravnotezno stanje zvezde koje karakteriSe
hidrostati¢ka ravnoteza (¥ = 0 i 7 = 0; tacka iznad veli¢ine oznacava njen
izvod po vremenu). Opis ovog stanja dat je Edingtonovim modelom iz
prethodnog odeljka. Zatim, pretpostavimo da sve fizicke veli¢ine osciluju
oko vrednosti koje imaju u ravnoteznom stanju i da su amplitude tih
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oscilacija male. DefiniSu se perturbacije radijusa, pritiska i gustine &r, dP i
Op koje zavise od poloZaja u zvezdi i vremena (ibid.):
r(t)=r,+0r(r,,t),
P (ry,t)=P(r))+0P(r,,1),
p (1, 1) =p(r ) +8p (7, 1),
tako da za svaku od veli¢ina vazi |3f| <<f,, tj. da je veli¢ina perturbacije

mnogo manja od ravnotezne vrednosti. Linearizovanje jednacina (4) i (11) i
adijabatska aproksimacija daju redom:

% _ 3ey, 5 (12)
Po or,
pio_ 464k 1 (8P1dR P 0 (&P (13)
’ po dry po\ Py Jdry 1, Org\ P,
O _r, %, (14)
P 0
dr =,
rO

pri cemu je I', koeficijent koji se definiSe u adijabatskim procesima:
r o= dInP '
dlnp J

U aproksimaciji da se parcijalno jonizovovani sloj sastoji od meSavine
potpuno jonizovanog gasa (He™) i zradenja (Cox i Giuli 1968):

%BZ F2B1-P + (43P

I =

1

s

%B+12(I—B)

gde je C, toplotni kapacitet gasa po jedinici mase pri konstantnoj zapr-
emini. Kako je gas zvezde preteZno jednoatomski, C,, = 3/2 R.
Kako ocekujemo da nam se fizicke veli¢ine menjaju periodi¢no, uvodi
se pretpostavka da je moguce razdvojiti relativne perturbacije na prostorni i
vremenski deo (Hansen et al. 2004):
or ={r,) exp(ict) (15
r()
gde je o frekvencija pulsiranja zvezde a &r,,) amplituda relativne perturba-
cije radijusa. Linearizovane jednacine koje opisuju adijabatske sinusoidne
pulsacije, zajedno sa opisom stati¢ne zvezde daju promene fizickih veli¢ina
u vremenu kroz zvezdu. Kombinovanjem jednacina (12)-(15) i uklanjanjem
indeksa 0 uz vrednosti koje opisuju staticnu zvezdu dobija se jednacina:
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1 d LdEY 1 [ d )
—— | P’ = |—— |G, -4P[ &=
or? dr( v dr] i’p{dr [(3 14 ]}i c°¢&,

koja je u literaturi poznata kao linearna adijabatska talasna jednacina (eng.
linear adiabatic wave equation, u daljem tekstu LAWE; ibid.). Ona, zajedno
sa odgovarajuéim grani¢nim uslovima predstavlja regularni Sturm-
-Liuvilov problem svojstvenih vrednosti. Svojstvenu vrednost predstavlja
kvadrat frekvencije puslacija 6, a svojstvene funkcije su reSenja LAWE
&(r) za datu svojstvenu vrednost.

Kako bi radijalna simetrija bila ouvana u centru zvezde mora da vazi:

51
dr ). .

Takode da bi pritisak teZio nuli ka povrsini zvezde vazi (ibid.):

W3
48+ R c’ +8—1D =0.
GM P ),

LAWE je homogena diferencijalna jednacina drugog reda, ali kako je i
frekvencija nepoznata to za njeno reSenje su potrebna tri grani¢na uslova.
Stoga treba izvrSiti normalizaciju njenih reSenja, kako bi ona mogla nume-
ricki da se odrede. Za cefeide i slicne puslirajue zvezde poznato je da vaZzi
(Rodgers 1956):

&_r =0.1

Specijalno, u slucaju politropskog opisa staticne zvezde, dobija se
politropska LAWE:

| [

4 0

2 !
d §+[4+4%} 4 l3r —4—o?

d= (Ej EC R
e’ r=R

3
o’ i pred-

gde je bezdimenziona frekvencija definisana preko o’ :=

stavlja svojstvenu vrednost jednacine.

Cinjenica da je po sredi regularni Sturm-Liuvilov problem svojstvenih
vrednosti obezbeduje da ih moZemo poredati u rastuci niz i da postoji
najmanja medu njima. Ta osobina svojstvenih vrednosti je bitna jer
omogucava numericko odredivanje prvih nekoliko svojstvenih vrednosti.

Ova osobina svojstvenih vrednosti ima odgovarajucu fizicku inter-
pretaciju. Cefeide najcesée pulsiraju u osnovnom harmoniku (¢ija je frek-
vencija najmanja), ponekad u prva dva a veoma retko u prva tri harmonika
(Hansen et al. 2004). Stoga se ovaj rad bavio odredivanjem prve dve frek-
vencije.

One se mogu odrediti shooting metodom, koji funkcionise tako $to se
svojstveni problem svodi na problem pocetnih vrednosti. Iz zadatog inter-
vala se biraju ekvidistantne vrednosti frekvencija koje se koriste kao
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svojsvene vrednosti. Za svaku od tih vrednosti vr§i se numericka integracija
jednacine (u naSem slucaju poliltropske LAWE). Zatim se proverava koliko
takvo reSenje zadovoljava grani¢ni uslov postavljen sa strane ka kojoj se
vrsi integracija. U ovom radu integracija je vrSena ka unutra$njosti pri cemu

jeuslov [jéj = 0. Svojstvene vrednosti za koje odstupanje od tog granic-
r r=0

nog uslova dostize lokalne minimume su traZene svojstvene vrednosti.
Znajudi njih, odgovarajuce funkcije se mogu odrediti integracijom jedna-

¢ine (u nasem slucaju poliltropske LAWE; Kiusalaas 2005; slika 1).

Slika 1. Resenja politropske LAWE

0.10 jednacine za parametre M = 4.5 Mg, R
/ =44.5Rq i n=0.62. Tacka-crtom je
0.08 / predstavljeno resenje za osnovni
/* harmonik kome odgovara svojstvena
" e vrednost o’ = 9.2, dok je tatkastom
0.06 . linijom prikazano reSenje za prvi
, . harmonik kome odgovara o’ = 16.9.
ws 0.04 p
_,'/ Figure 1. Solution of the LAWE for
0.02 _.- R parameters M =4.5 Mg, R =44.5 Ry
_______ - o’ and p = 0.62. Solution for fundamental
0,00 b — :;:.':"““”“"”."”"" goe*’ harmonic with eigenvalue o’ =9.2 is
displayed with dash-doted line and
solution for first harmonic with
~0.02 02 0.4 06 0.8 10  eigenvalue o’ = 16.9 is displayed with

/R doted line.

Kompozitna kriva sjaja
Kriva sjaja pulsirajuée zvezde

Pri modelovanju pulsacija cefeide one su, radi jednostavnijeg modela,
aproksimirane kao adijabatske, kako bi se dobio mehanicki opis cefeide.
Tako je zapostavljen uticaj prenosa energije na mehanicke osobine. Kako
prenos energije kroz parcijalno jonizovani sloj koji pulsira stvara promenu
luminoznosti cefeide, ovaj sloj zahteva i termodinamicki opis. U ovom
poglavlju dat je neadijabatski opis parcijalno jonizovanog sloja Cije su
pulsacije adijabatske, stoga je na$ opis parcijalno jonizovanog sloja kvazi-
-adijabatski.

Jednacine u nastavku teksta koriste promene luminoznosti po masi
umesto po radijusu iz prakti¢nih razloga. Prelaz sa jedne na drugu neza-
visnu promenljivu se moze izvrSiti pomocu zakona odrZanja mase. U
slucaju nestati¢ne zvezde, zakon odrZanja energije ima oblik (Cox 1980):

dQ __dim) o (16)
dT dm ’
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gde je L(m) luminoznost zvezde u sloju unutar kog je masa m, tj. ukupna
energija koja u jedinici vremena napusta taj sloj, Q koli¢ina toplote u delu
zvezde, a ¢ koli¢ina energije koju u jedinici vremena proizvede jedinica
mase zvezdane materije.

Kako u parcijalno jonizovanim slojevima koji su jako blizu povrSine
zvezde nema proizvodnje energije nuklaernom fuzijom, € = 0.

U cilju pojednostavljenja termodinamic¢kog opisa, parcijalno joni-
zovan sloj helijuma aproksimiran je potpuno jonizovanim slojem helijuma
(He*™).

Promena toplote u vremenu za potpuno jonizovani sloj se moZze izraziti
kori$¢enjem politropske jednacine stanja i prvog zakona termodinamike:

2 17
sz[él'A_{_Bij3d‘p7 ( )
ar \3 dr

Sopia-p g rpa-p -3

gde su konstante A =——— i B=— R

4-3p 4-3p

Promena luminoznosti kroz slojeve se moZe izraziti preko relativne
promene luminoznosti /":

oL Ly o, Sl’ (18)
m

67m6m

gde je I definisano u L = L, (m)-(1+{'(m, 1)).
U stati¢nom slucaju, za slojeve gde nema proizvodnje energije, pa

stoga i za parcijalno jonizovani sloj vaZzi 3 0 =g=0.
m

Bekerov adijabatski model pulsacija (Baker 1966) daje termodina-
micki opis samo pulsacija sloja koji je odgovoran za promenu sjaja. Ovaj
model pulsacija se sastoji iz tri pretpostavke. Prva je da se relativna pro-
mena luminoznosti tog sloja moZe izraziti kao srednja vrednost u gornjem

I +1,
delu I i donjem delu sloja I}, I' :“Td. Druga je da se njena promena
. S . . o' I -1, .
moZe aproksimirati kona¢nim razlikama kao an =——-, gde je m, masa
m m,

parcijalno jonizovanog sloja. Kako su pulsacije ostatka zvezde modelovane
adijabatski, promene luminoznosti ispod parcijalno jonizovanog slojeva
nema, pa se moze pretpostaviti /; =0, Sto daje (ibid.):

or 2l (19)

om m,

Kombinovanjem jednacina (12), (14)-(19) dobija se izraz koji daje
relativno odstupanje luminoznosti u vremenu:

m,K ). . dg
I'=| —2—p? lice™|3+2— |
(2L0 pOJ [ s dEJ
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dg

pri ¢emu se u 3¢+ E—= podrazumevaju vrednosti koje odgovaraju parci-

jalno jonizovanom sloju.

Masa oscilujuéeg sloja je odredena radijusima na kojima je odnos
koncentracija He™ i He™ 5% i 95%. Temperature na kojima vaZe ti odnosi
koncentracija se mogu odrediti iz Sahine jednacine koja daje odnos broja
atoma u susednim stanjima jonizacije (Cox i Giuli 1968):

3
Niy :2(2nmekBT)2 Ui exp _Xi
N, n.h’ U, ke T

i i

gde je n, koncentracija elektrona, m, masa elektrona, U; statisticka teZina
jona ili atoma (7 je broj elektrona koji fali atomu da bi bio neutralan), ¥,
energija jonizacije i-tog stanja i & Plankova konstanta. Koncentracija

elektrona se moZe odrediti kao n, :li(l + X), uz aproksimaciju da je
p

sredina potpuno jonizovana (ibid.), gde je X relativna koncentracija vodo-
nika (za cefeide X = 0.7 iz rada Mundprecht et al. 2015). Poznavanjem
profila temperature zvezde koji daje Edingtonov model mogu se odrediti
radijusi na kojima su te dve temperature, odakle se moze naci masa parci-
jalno jonizovanog sloja iz zakona odrZanja mase.

Na slici 2 je predstavljen primer krive sjaja cefeide koju daje opisani

model.
Slika 2. Dobijena kriva sjaja cefeide za
parametre M =4.5 Mg, R=445Rs 1
-3.0 p = 0.62 za osnovni harmonik.
39 Figure 2. Light curve of Cepheid for
S parameters M =4.5 Mg, R =44.5 Ry
® and p = 0.62 for the fundamental
E a4 harmonic.
=
-36
-3.8
0 2 4 6 8 10 12 14 16

t[d]

Kriva sjaja tranzita

U nastavku teksta bice opisano dobijanje kompozitne krive sjaja cefe-
ide sa egzoplanetom na osnovu krive sjaja cefeide koju daje model razvijen
u prethodnom delu rada. Za dobijanje krive sjaje tranzita koris¢en je model
tranzita u kome su zvezda i planeta predstavljeni kao dva kruzna diska koji
se medusobno pomracuju (Gimenez 2006). Za opisivanje polozaja planete
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tokom trajanja tranzita koristi se faza 6, ugao izmedu pravca vizure i prave
koju odreduju zvezda i planeta u tom trenutku, koji raste u pozitivnom
smeru od 0 do 2m. Prividna udaljenost centara diska zvezde i planete iz
perspektive posmatraca d moZe se izraCunati na sledeéi nacin (ibid.):

2
(-e’)a Vl1—=cos? Bsin’i,

:l—esin(e—(o)

gde je e ekscentricitet orbite planete, ® argument perihela, i inklinacija
orbite, a a velika poluosa. Ukupna luminoznost sistema se moZe izraziti
preko luminoznosti zvezde Ly(r) = Ly, (1+1'(¢)), pri ¢emu je Lg, srednja
luminoznost zvezde i luminoznosti planete L,:

Kako je Ly(f) + L, = L4(t), predhodna jednacina se svodi na (ibid.):

(1) =(1—a(1)) Ls (1),

gde je a(?) relativni gubitak svetlosti usled tranzita. Za odredivanje ove
funkcije potrebno je uzeti zakon potamnjenja ka rubu. On opisuje opadanje
sjaja zveze od centra njenog diska ka rubu. U opStem obliku on glasi (ibid.):

N
(W) :1<1>[1— Dou,d —u”)}
n=1
gde je I(1) intenzitet svetlosti koji normalno izlazi sa povrSine zvezde,
K =cos 6, a u, koeficijenti potamnjenja ka rubu. Uzimajuéi u obzir zakon
distribucije svetlosti po povrSini, moZemo razdvojiti parametre zracenja od
geometrije tranzita u funkciji a (ibid.):

N
a:ZCnocn,
n=0

gde je C, koeficijent koji opisuje potamnjenje ka rubu a o, koeficijent
relativnog gubitka svetlosti koji zavisi od odnosa radijusa planete i zvezde i
njihove prividne udaljenosti. Odredivanje koeficijenata C, i o, na osnovu
radijusa planete, radijusa zvezde i njihove prividne udaljenosti 6 opisano je
u ranijim istraZivanjima (Radovi¢ 2015, Gimenez 2006). Napominjemo da

0.00 Slika 3. Kriva sjaja tranzita za
r parametre: M = 4.5 Mg, R =44.5 Rg,
-0.01 Ry=15R,a=1AU,e=0,
i=o0=r12.
-0.02
T—. -0.03 Figure 3. Light curve of transit for
S parameters: M = 4.5 Mg, R = 44.5 R,
-;—0.04 Ry=15R,a=1AU,e=0,
| i=o0=71?2.
-0.05
-0.06
-0.07
0 100 200 300 400 500
t[d]
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je funkcija u istrazivanju Radoviéa (2015), koju autor predstavlja kao
Jakobijev polinom, zapravo normalizovani Jakobijev polinom:

— r(l’l +1)r(n + p) P(p—q. q—l)(zx _1)

G ’ |;x n
2 (D q 3 %) Fnt)

gde P, predstavlja Jakobijev polinom, a I'(n) =(n—1)! je gama funkcija.
Na slici 3 je prikazana kriva sjaja tranzita egzoplanete oko zvezde, ¢iji
se parametri (masa, radijus) zadaju, koju daje ovaj model.

Dodavanje Suma

Kako bi kriva sjaja cefeide sa egzoplanetom bila realisti¢nija, na nju je
dodat Sum (greska merenja). Zbog svojih visokih performansi u konkuren-
ciji teleskopa koji se bave posmatranjem egzoplaneta, preuzeta je vrednost
preciznosti teleskopa Kepler (poSto je on trenutno najprecizniji teleskop
¢ija je namena posmatranje egzoplaneta; Van Cleve i Caldwell 2009). Kako
¢emo analizu moguénosti detektovanja tranzita oko cefeide izvr$iti na pri-
meru cefeide 8 Cephei, preuzeta je vrednost preciznosti koja odgovara
njenom sjaju i iznosi P =3.9-107 (ibid.). Preciznost je definisana preko od-
nosa Suma i signala.

Veza izmedu magnitude i jacine signala S je kori§éenjem Pogsonovog
zakona u obliku (Hainaut 2005):

m(S) =-2.5log S + const.

Greska posmatranja neke referentne zvezde ¢ se moZe odrediti kao
razlika magnitude signala sa Sumom i magnitude signala (ibid.):

oy =|—-251og(S +N)+25logS|=25 log(HSIiIR}

gde je N Sum a SNR je odnos signala prema Sumu SNR := % (ibid.).

1z veze izmedu preciznosti i SNR-a P = 1/SNR (ibid.) moze se proce-
niti greSka signala u magnitudama: 6 =20 umag.

Medutim kako greSka magnitude signala neke zvezde zavisi od magni-
tude signala, potrebno je proceniti gresku za svaku tacku krive sjaja. Kako
je greska u fotometriji srazmerna korenu broja prikupljenih fotona, koris-
¢enjem Pogsonovog zakona dobija se izraz za greSku o (m) (Mili¢ i Kolos-

njaji 2015):
o(m) = oy /100.4(m-ms) i

gde je mg #2.089 magnituda referentne zvezde, koja je preuzeta iz kataloga
Kepler.

Analiza kompozitne krive sjaja

Kompozitna kriva sjaja cefeide i tranzita predstavlja signal koji govori
o promeni ukupne magnitude u vremenu, M(z). U cilju analiziranja jacine
signala tranzita, signal je koriS¢enjem diskretne Furijeove transformacije
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(DFT) predstavljen kao raspodela amplitude signala po frekvencijama tj.
amplitudski spektar M(f) (Cerna i Harvey 2000). Posto puslacije cefeida
generalno krace traju od perioda tranzita planeta (period planete je najcesce
reda veli¢ine meseca ili godine — Schneider 2011; period pulsacije cefeida
nekoliko dana — Vukiéevié-Karabin i Atanackovi¢-Vukmanovié¢ 2004),
najmanja frekvencija u amplitudskom spektru bice frekvencija cefeide.
Stoga, kako bi se zadovoljila Nyquist—Shannon teorema o uzorkovanju
signala (ibid.), koja garantuje rekonstrukciju kontinualnog signala iz
njegove diskretne verzije, vremenski korak s kojim se generiSe kriva sjaja
mora da zadovoljava nejednakost 1/Ar = fs > fiin, gde je fmin Najmanja
frekvencija signala, u naSem slucaju frekvencija pulsiranja cefeide.

Radi kvantifikovanja moguénosti da se signal tranzita detektuje, de-
finisan je faktor Q. On se odreduje kao odnos amplitude signala na frek-
venciji na kojoj se oc¢ekuje tranzit i standardne devijacije okolnog Suma.
Tako definisano Q daje informaciju o tome sa kolikom sigurnoscu (izra-
Zenom u standardnim devijacijama) se moZe tvrditi da je detektovan tranzit
egzoplanete na osnovu diskretnog vremenskog signala M(?).

Rezultati 1 diskusija

Model tranzita naveden u ovom radu za parametre uzima odnos radi-
jusa egzoplanete i zvezde, veliku poluosu, inklinaciju, ekscentricitet i argu-
ment perihela orbite egzoplanete. Parametri modela cefeide su masa,
radijus, luminoznost i hemijski sastav zvezde. U nastavku ovog poglavlja,
pod signalom tranzita podrazumeva se promena sjaja usled tranzita u vre-
menskom domenu.

U ovom odeljku diskutovan je uticaj parametara modela tranzita i
modela cefeide na analizu kompozitne krive sjaja i predstavljeni rezultati
analize za zvezdu o Cephei (M = 4.5 Mo, R =44.5 Re i n = 0.62 iz rada
Matthews er al. 2012) koja je prototip ove vrste pulsirajucih zvezda.

U cilju smanjenja prostora parametara koji ispitujemo uves¢emo neke
aproksimacije. S obzirom na to da argument perihela menja fazu signala
tranzita, on ne utice na amplitudu tranzita, te ni na analizu detektabilnosti
signala. Stoga je on fiksiran na vrednost n/ 2. Ekscentricitet menja Sirinu
signala tranzita jer menja trajanje prelaska planete preko povrsine diska
zvezde, ali ne uti¢e na amplitudu tranzita. Vrednost inklinacije utice na
vreme prelaska planete preko zvezde (Sto je inklinacija veca, vreme je
duZe), samim tim i na $irinu signala tranzita. Osim toga, s obzirom na to da
model tranzita uzima u obzir efekat potamnjenja ka rubu, inklinacija utice i
na amplitudu tranzita. Velika poluosa planete ne uti¢e na amplitudu signala
jer je udaljenost egzoplanete od cefeide zanemarljiva u odnosu na udalje-
nost tog sistema od Zemlje. Ona uti¢e na Sirinu signala tranzita (zbog toga
Sto zajedno sa masom zvezde odreduje vreme potrebno da egzoplaneta
prede preko zvezde). Osim toga, velika poluosa je jedini orbitalni parametar
koji utice na frekvenciju signala (zajedno sa masom zvezde iz treceg Keple-
rovog zakona daje period tranzita). Poluprecnik egzoplanete ima ubedljivo
dominantan uticaj na amplitudu signala tranzita (Gimenez 2006).
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Uzimajudi u obzir nacin na koji se odreduje faktor Q, on nije osetljiv
na Sirinu signala, pa je ekscentricitet fiksiran na vrednost e = 0. U prvoj
aproksimaciji pretpostavljeno je da je uticaj efekta potamnjenja ka rubu
zanemarljiv, §to nam omogucava da fiksiramo vrednost inklinacije na
i =n/2. Ovako fiksirani ekscentricitet i inklinacija daju najveéu mogudéu
amplitudu signala.

Priroda LAWE jednacine daje reSenja mnoStvo harmonika u kojima
cefeida moZe da pulsira. Jednostavnosti radi, pri generisanju krive sjaja
cefeide uzet je u obzir samo fundamentalni mod oscilovanja (uzima se
najmanja frekvencija koja zadovoljava politropsku LAWE). Time je pro-
stor parametara sistema sveden na veliku poluosu i poluprecnik planete. Na
slici 4 prikazana je zavisnost faktora Q od velike poluose i poluprecnika
planete na rasponu veli¢ina koje odgovaraju egzoplanetama detektovanim
metodom tranzita, ukoliko bi one orbitirale oko 6 Cephei. Analiza krivih
sjaja u trajanju od 30, 50 1 70 perioda tranzita egozplanete ukazuje da vreme
posmatranja u tom intervalu ne utice na detektabilnost.

Na slici 4 se moZe uociti da faktor Q raste sa povec¢anjem poluprecnika
planete, $to je i o¢ekivano jer jaCina signala tranzita raste sa poluprecnikom
planete.

1.0

2.0

Slika 4. Konturni plot koji daje
zavisnost faktora O (gradijentna skala)
od velike poluose i radijusa planete (u
radijusima Jupitera). Krive sjaja su
analizirane u vremenskom intervalu od
70 perioda tranzita. Izlomljenom
linijom predstavljen je signal na Q = 3.

Figure 4. Contour plot which shows
the dependency of the Q factor
(gradient grayscale) on the semi-major
axis and the radius of the planet (in
Jupiter’s radius). Light curves are
analyzed in intervals of 70 periods of
transit. The broken line signifies signal
level of O =3.

Sa prethodne slike moZe se zakljuciti da planete radijusa veceg od ~0.7
radijusa Jupitera zadovoljavaju granicu detektabilnosti od 3 standardne
devijacije. Takode, sa ovom ili veCom sigurnos¢u, metodom tranzita moZze
se detektovati ~40% (20%) do sada (tranzitom) detektovanih egzoplaneta,
ako bi one orbitirale oko 6 Cephei (Schneider 2011). Iako bi se moZda
oc¢ekivalo da se viSe planeta moze detektovati sa sigurnoséu od 3
standardne devijacije, treba imati na umu da raspodela egzoplaneta po veli-
¢ini nije uniformna.

Fluktuacije u vrednosti faktora Q na slici 4 poticu od toga Sto je doda-
vanje Suma na signal ,,slucajan” proces.
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Zaklju¢ak

Modelovana je stati¢na zvezda pod pretpostavkom homogenog he-
mijskog sastava, odsustva rotacije i radijalne simetrije Edingtonovim mo-
delom (Hansen et al. 2004). Prednost ovog modela je mogucnost zasebnog
reSavanja jednacina koje opisuju mehaniku zvezde kako bi se dobili profili
gustine i pritiska. Tu prednost omogucava aproksimacija da je odnos pri-
tiska gasa i ukupnog pritiska konstantan kroz zvezdu. Napravljen je model
cefeide koriS¢enjem modela stati¢ne zvezde. Pretpostavljeno je da su rela-
tivne promene fizickih veli¢ina od njihovih ravnoteZnih vrednosti male i da
je njihova vremenska zavisnost sinusoidna. Za Edingtonov model stati¢ne
zvezde, ove perturbacije opisuje politropska LAWE jednacine (ibid.).
Njeno resavanje daje frekvencije pulsiranja cefeide i zavisnost fizickih veli-
¢ina u vremenu kroz zvezdu.

Dobijanje krive sjaja cefeide zahtevalo je da se parcijalno jonizovani
sloj helijuma opiSe kvazi-adijabatski. To je postignuto pomocéu Bekerove
pretpostavke o promeni luminoznosti, koja aproksimira relativhu promenu
luminoznosti u parcijalno jonizovanom sloju srednjom vredno$éu perturba-
cija luminoznosti u slojevima iznad i ispod tog (Baker 1966). Na osnovu
ovog modela dobijena je kriva sjaja & Cephei ¢ija amplituda i period odgo-
varaju vrednostima dobijenim iz posmatranja. Iskori§éen je model tranzita
egzoplanete (Gimenez 2006) kako bi se, uz model cefeide, dobila kriva
sjaja sistema u kome egzoplaneta pomracuje cefeidu. Radi realisti¢nije
krive sjaja, na nju je dodat Sum teleskopa Kepler, najpreciznijeg teleskopa
koji se bavi posmatranjem egzoplaneta. Kriva sjaja egzoplanete koja kruzi
oko 6 Cephei na koju je dodat Sum je analizirana za razli¢ite vrednosti
radijusa i velike poluose planete. Na osnovu analize krive sjaja procenjena
je moguénost detektovanja egzoplanete oko cefeide metodom tranzita. Kao
Sto je i ocekivano, na moguénost detektovanja egzoplanete dominantno
utice radijus egzoplanete. Pokazano je da bi se egzoplanete radijusa veceg
od ~0.7 radijusa Jupitera mogle detektovati tranzitom sa sigurno$é¢u ve¢om
od 3 sigma, ukoiko bi orbtirale oko & Cephei.

Pulsacije su, u ovom radu, opisane perturbacijama prvog reda $to je
dalo ¢isto sinusoidnu promenu luminoznosti. Kako promene luminoznosti
cefeida nisu sinusoide, trebalo bi, radi realisti¢nije krive sjaja, razmotriti
neki sloZeniji model pulsacija. Osim toga analiza krive sjaja izneta je samo
za jednu konkretnu cefeidu, & Cephei. Trebalo bi analizu izvrSiti na vise
razlicitih cefeida kako bi se videlo koliko uti¢e frekvencija i oblik krive
sjaja cefeide na detekciju egzoplanete. Takode, ova analiza bi mogla da se
prosiri razmatranjem uticaja inklinacije na detektabilnost.

Zahvalnost. Zelimo da izrazimo zahvalnost Sanji Mihajlovi¢ i Borisu
Majic¢u na pomo¢i pri analiziranju medurezultata Furijeove analize krive
sjaja kao i Stanislavu Milosevicu i Mateji BoSkovicu na konstruktivnoj
kritici ranije verzije teksta rada.
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Nikola Savié, BozZidar Obradovic¢ and Filip Hercek

Modeling and analysis of the Cepheid Variable Light
Curve with a Transiting Exoplanet

In this paper we presented the theoretical model of the Cepheid vari-
able light curve with a transiting exoplanet. Our aim was to investigate the
possibility of detecting exoplanets around Cepheid variables using transit
photometry, depending on the planet’s radius and semi-major axis.
Cepheids are extremely important because their periodic changes in bright-
ness can be used to figure out their distance. As our knowledge about them
grows, our measurements of the universe become more and more precise.

The model of a stationary and static star was obtained by solving the
Lane-Emden equation for polytropic index n = 3 (derived from Eddington’s
model), under assumptions of spherical symmetry and homogeneous chem-
ical composition.

We approximated pulsations as adiabatic because it allowed us to sep-
arate the thermodynamic analysis of the cepheid from the mechanic analy-
sis.

The linear adiabatic wave equation was obtained by linearizing the
equations of stellar structure, under the assumption of radial adiabatic pul-
sations. By applying the solution of a static star, we have described the par-
tially ionized layer of helium, which is responsible for the pulsations. We
approximated that this helium layer is completely ionized. The star’s light
curve was calculated using the star parameters (mass, luminosity, radius) at
the depth of the helium layer.

The transit light curve was obtained by using the model from Gime-
nez’s paper (2006), which considers limb darkening. The model returns the
light curve depending on the planet’s orbital parameters and radius, and
Cepheid parameters.

The composite light curve was obtained by combining both light
curves. To create a more realistic setting, we incorporated noise into our
model. The strength of the signal in the power spectrum is described by the
Q factor. It is defined as the ratio of signal amplitude and standard deviation
of the surrounding signal points. Our results show that Q is increasing with
the planet’s radius, which was expected. Using this method we could detect,
with 3 sigma significance, up to 40% (20%) of all the confirmed exoplanets
(using the transit method), if orbiting around & Cephei.
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