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Modelovanje i analiza krive sjaja
cefeide sa egzoplanetom

Numerièki je modelovana kriva sjaja cefeide sa tranzitirajuæom egzopla-

netom u cilju ispitivanja moguænosti detektovanja egzoplanete tranzitom.

Moguænost detektovanja je ispitana u zavisnosti od polupreènika planete i

velike poluose orbite planete, jer najviše utièu na amplitudu i period tran-

zita. Statièna zvezda modelovana je Edingtonovim modelom. Lineariza-

cijom jednaèina strukture dobijena je linearna adijabatska talasna jed-

naèina, koja uz opis statiène zvezde daje fizièki opis pulsirajuæe cefeide.

Koristeæi rešenje statiène zvezde opisan je parcijalno jonizovani sloj He,

èije kontrakcije daju periodiène promene luminoznosti cefeide. Na kompo-

zitnu krivu sjaja sistema cefeide i egzoplanete dodate su greške radi dobi-

janja realnije krive sjaja. Kvalitet signala tranzita opisan je faktorom Q,

koji je definisan kao odnos amplitude signala i standardne devijacije okol-

nog šuma. Analiza izvršena na primeru zvezde �Cephei pokazuje da pla-

nete radijusa veæeg od ~0.7 radijusa Jupitera zadovoljavaju granicu detek-

tabilnosti od 3 standardne devijacije. Pokazano je da se, sa sigurnošæu � 3

standardne devijacije, metodom tranzita mo�e detektovati ~40% (20%) do

sada (tranzitom) detektovanih egzoplaneta, ako bi one orbitirale oko �
Cephei.

Uvod
Pulsirajuæe zvezde su zvezde èiji se sjaj i ostale fizièke karakteristike

na površini menjaju pribli�no periodièno kroz vreme. Mogu se podeliti na
osnovu du�ine perioda pulsacija: RR Lyrae (izmeðu 1 i 24 h), Cefeide (iz-
meðu 1 i 50 dana) i Miride (izmeðu 80 i 1000 dana) (Vukiæeviæ-Karabin i
Atanackoviæ-Vukmanoviæ 2004). One su najèešæe d�inovi i superd�inovi.
Njihova nestabilnost se ogleda samo u slojevima blizu površine, u suprot-
nom ne bi došlo do pulsacija. Promena radijusa, luminoznosti i temperature
ovih zvezda objašnjava se njihovim sa�imanjem i širenjem.

Kao objašnjenje pulsacija prihvaæen je kapa-mehanizam. One se obja-
šnjavaju time što zvezda nije u hidrostatièkoj ravnote�i. Kad se zvezda širi,
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sila pritiska gasa i zraèenja (ukupni pritisak) opada br�e od gravitacione
sile. U nekom trenutku æe gravitacija nadvladati ukupan pritisak pa æe zve-
zda poèeti da se sa�ima. Dok se zvezda sa�ima, gravitaciona sila sporije
raste od sile pritiska. Kada sila pritiska nadvlada gravitacionu, zvezda kreæe
ponovo da se širi (ibid.). Ovo oscilovanje bi vremenom prestalo usled ener-
getskih gubitaka (izmeðu ostalog, usled disipacije), da ne postoji meha-
nizam koji ga podr�ava. Za odr�avanje pulsacija odgovoran je parcijalno
jonizovani sloj helijuma He+ u blizini površine zvezde (ibid). Prilikom sa�i-
manja, zagreva se sloj He+, pa dolazi do jonizacije He+ � e + He++ i pove-
æava se neprozraènost. Zbog toga energija zraèenja sporije napušta sloj, pa
se on zagreva, i dolazi do širenja. Prilikom širenja opada gustina sloja, do-
lazi do hlaðenja i rekombinacije He++ + e � He+. Smanjuje se neprozraè-
nost, pa se energija br�e otpušta, i sloj se hladi, i potom dolazi do ponovnog
sa�imanja.

Cefeide karakteriše izrazita pravilnost njihovih pulsacija i veliki sjaj
(mala apsolutna magnituda). Kako se period cefeide mo�e relativno jedno-
stavno izmeriti sa velikom taènošæu, na osnovu empirijske relacije period-
-sjaj, mo�e se odrediti njena apsolutna magnituda. Uz prividnu magnitudu
dobijenu posmatranjima, na osnovu Pogsonovog zakona mo�e se odrediti
udaljenost cefeide. Kako su one crveni d�inovi, imaju veliku luminoznost,
pa se mogu posmatrati i na velikim udaljenostima. Zbog toga cefeide
pripadaju standardnim sveæama i intenzivno se koriste u odreðivanju meðu-
galaktièkih udaljenosti i kalibrisanju drugih empirijskih relacija (ibid.).

Nema mnogo posmatranih cefeida za koje je poznata masa, što ote�ava
njihovo prouèavanje. Zbog toga bi eklipsno dvojni sistemi sa cefeidom, u
kojima se mo�e odrediti masa cefeide, mogli biti znaèajni, kako za asterose-
izmologiju, tako i za ispitivanje evolucionih modela zvezda. Bolje pozna-
vanje strukture cefeida moglo bi poboljšati pouzdanost relacije period-sjaj,
a time i pouzdanost drugih empirijskih relacija koje se koriste za odre-
ðivanje meðugalaktièkih udaljenosti. Preciznije odreðivanje udaljenosti na
meðugalaktièkim i kosmološkim skalama mo�e omoguæiti preciznija
merenja Hablovog parametra i drugih znaèajnih parametara kosmoloških
modela. Primer eklipsno dvojnog sistema sa cefeidom je cefeida oko koje
orbitira egzoplaneta.

U proteklih dvadeset i pet godina, zahvaljujuæi misijama kao što su
HARPS i Kepler, detektovano je preko tri hiljade egzoplaneta. Njihovo
otkrivanje je izuzetno znaèajno u potrazi za vanzemaljskim oblicima �ivota
i u ispitivanju teorija evolucije zvezdanih sistema (Schneider 2011). Na
osnovu perioda tranzita i krive radijalnih brzina iz posmatranja ovog sis-
tema, mo�e se proceniti masa zvezde oko koje planeta orbitira (ibid.).

Ovaj rad ispituje kako radijus planete i velika poluosa orbite planete
utièu na moguænost i sigurnost detektovanja tranzita planete oko cefeide. U
tu svrhu napravljeni su model cefeide �Cephei i model tranzita egzoplanete
oko nje koji daju krivu sjaja sistema.
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Modelovanje cefeide
U ovom odeljku je modelovana statièna struktura zvezde. Rešavanjem

jednaèina strukture dobijeni su profili gustine, pritiska i temperature zve-
zde. Zatim su jednaèine strukture razvijene po perturbativnom parametru
radi dobijanja jednaèina koje opisuju promene fizièkih velièina u odnosu na
svoje ravnote�ne vrednosti kroz zvezdu u toku vremena. Iz prethodnih jed-
naèina dobijena je kriva sjaja cefeide. Model statiène zvezde iskorišæen je u
rešavanju tih jednaèina.

Model statiène zvezde

Statièna zvezda je modelovana pod pretpostavkom homogenog he-
mijskog sastava, radijalne simetrije i odsustva rotacije. Osim toga, kljuèna
pretpostavka je konstantan odnos pritiska zraèenja i pritiska gasa kroz
zvezdu, koja se zasniva na slabom variranju proizvoda neprozraènosti i
stope proizvodnje energije kroz zvezdu. Taj odnos je pribli�no konstantan
za spoljašnje slojeve zvezde, u koje spada i parcijalno jonizovani sloj
helijuma (Hansen et al. 2004). Definišemo parametar � koji æe odreðivati
odnos pritiska gasa i ukupnog pritiska:

� :�
P

P

g
.

Model zvezdane unutrašnjosti koji koristi ove pretpostavke poznat je
kao Edingtonov model. Sofisticiraniji modeli zvezda opravdavaju pretpo-
stavke ovog modela i rezultate koje on daje (ibid.).

U ostatku teksta podrazumevaæemo da su velièine definisane po jedi-
nici mase, što daje vezu izmeðu gustine i zapremine � = 1/V. Pritisak u
zvezdanoj unutrašnjosti potièe od atoma i jona i mo�e se opisati pritiskom

idealnog gasa P Tg �
�
	

�, gde je ��
k

m

B

H

, pri èemu je kB Bolcmanova kon-

stanta, a mH masa atoma vodonika. Meðutim, pogotovo kod masivnijih
zvezda, kao što su cefeide, treba uraèunati i doprinos zraèenja u ukupnom
pritisku zvezdane unutrašnjosti. Tada jednaèina stanja ima oblik:

P T a T�
�



	

�
1

3
4

rad , (1)

gde drugi èlan predstavlja pritisak zraèenja P a Tr rad�
1

3
4 , pri èemu je arad

radijaciona konstanta.
Iz pretpostavke � = const i jednaèine (1) dobija se politropska jedna-

èina stanja sa indeksom 3, karakteristièna za Edingtonov model, koja daje
vezu izmeðu pritiska i gustine (ibid.):

P K� �
4

3 ,
(2)

pri èemu je:
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(3)

Strukturu statiène zvezde opisuju èetiri diferencijalne jednaèine. To su
jednaèina odr�anja mase, koja daje raspodelu mase u zvezdi, jednaèina
hidrostatièke ravnote�e izmeðu gravitacione sile i sile pritiska, jednaèina
odr�anja energije, koja opisuje gradijent luminoznosti u zvezdi i jednaèina
koja opisuje prenos toplote kroz zvezdu. Sistem ove èetiri jednaèine nije
zatvoren jer nedostaje odgovarajuæa jednaèina stanja koja predstavlja vezu
izmeðu pritiska, gustine i temperature. Korišæenjem jednaèine (2) kao
jednaèine stanja, zbog toga što daje eksplicitnu zavisnost pritiska samo od
gustine, moguæe je odvojiti prve dve jednaèine strukture i rešiti ih neza-
visno od jednaèina koje opisuju termodinamiku zvezde, što znaèajno olak-
šava problem modelovanja zvezde.

Dakle potrebno je rešiti sistem koji sa jednaèinom stanja èine zakon
odr�anja mase u diferencijalnom obliku:

d

d

M

r
r� 4 2�� (4)

i jednaèina hidrostatièke ravnote�e:

d

d

P

r

GM

r
� �

�
2

. (5)

Rešenje ovih jednaèina koje daju profil pritiska i gustine zavise od
centralne gustine, koja je osobina konkretne zvezde. Stoga se uvode
standardne bezdimenzione smene (ibid.) da bi se problem sveo na rešavanje
jednaèine koja ne zavisi od konkretne zvezde veæ samo od politropskog
indeksa n:

� � �� c
n , r � ��, (6)

gde je � c gustina u centru zvezde, � bezdimenziona gustina, a � bezdimen-

zioni radijus. Parametar �
�

�
�



�

( )n K

G

n1

4

1

c

1

predstavlja faktor skaliranja

izmeðu fizièkog i bezdimenzionog radijusa. Korišæenjem tih smena i jedna-
èina (2), (4) i (5) dobija se odgovarajuæa Lejn-Emdenova jednaèina poli-
tropskog indeksa 3:

1
2

2 3

� �
�

�
d

d

d

d

�
�

�

�
��

�

�
�� � � .

(7)

Poèetni uslovi za rešavanje ove jednaèine se mogu zapisati kao (ibid.):

�( )� � �0 1,
d

d

�
�

�
� �( ) ( )� � � � �0 0 0. (8)

Prvi granièni uslov znaèi da je gustina u centru zvezde jednaka zadatoj
centralnoj gustini a drugi da gustina glatko konvergira ka centralnoj gustini.
Numerièkim rešavanjem ove jednaèine Runge-Kuta metodom èetvrtog reda
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(Kiusalaas 2005), gde se integracija vrši dok je bezdimenziona gustina veæa
od nule, dobijamo profil gustine zvezde. Dalje se na osnovu toga profil
pritiska mo�e odrediti iz jednaèine (2) i profil temperature iz jednaèine (2) i
jednaèine stanja idealnog gasa.

Za detaljno izvoðenje Lejn-Emdenove jednaèine, koje opravdava
navedene smene, èitalac se upuæuje na literaturu (Hansen et al. 2004).

Korišæenjem jednaèina (3), (4), (6), i (7) mo�e se izraziti centralna gu-
stina preko mase i radijusa zvezde:

�
�

�
c � �

��
�
�

�
�
�

M

R4 3 �
, (9)

kao i zavisnost � od hemijskog sastava i mase zvezde:

M
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(10)

gde je M
k

m aG
r R0
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����

�� B

H

. Lejn-Emdenova jednaèina uz

vrednosti centralne gustine i politropske konstante daje profil gustine za
konkretan objekat (u našem sluèaju je to zvezda). Meðutim, relacije (9) i
(10) daju moguænost da se za datu masu, radijus i hemijski sastav zvezde
dobije profil pritiska, gustine i temperature zvezde.

Model pulsirajuæe zvezde

Model pulsirajuæe zvezde izlo�en u ovom radu pretpostavlja da su pul-
sacije èisto radijalne, što je odlika cefeida. Osim toga, aproksimira se da su
pulsacije adijabatski proces, tj. da nema gubitaka energije pri pulsiranju.
Adijabatska aporksimacija se odnosi na vezu izmeðu perturbacija pritiska i
gustine i omoguæava odvajanje jednaèina koje opisuju mehaniku zvezde od
jednaèina koje opisuju termodinamiku zvezde. Neadijabatski efekti izra�a-
vaju se u prigušivanju ili pojaèavanju oscilovanja na du�im vremenskim
skalama (Cox 1980). Èinjenica da je to vreme veoma dugo u odnosu na
vreme posmatranja tranzita tj. vremenski interval u kome se generiše kriva
sjaja koju analiziramo, opravdava ovu aproksimaciju.

Posmatrajmo zvezdu koja ima iskljuèivo radijalne pulsacije, gde su
sile koje deluju posledica iskljuèivo gradijenta pritiska i gravitacije. Jedna-
èine koje opisuju pulsiranje slojeva zvezde su zakon odr�anja mase (5) i
drugi Njutnov zakon:

��r
P

r

GM

r
� �
�
� 2

. (11)

Pretpostavimo da postoji ravnote�no stanje zvezde koje karakteriše
hidrostatièka ravnote�a (��r = 0 i �r = 0; taèka iznad velièine oznaèava njen
izvod po vremenu). Opis ovog stanja dat je Edingtonovim modelom iz
prethodnog odeljka. Zatim, pretpostavimo da sve fizièke velièine osciluju
oko vrednosti koje imaju u ravnote�nom stanju i da su amplitude tih
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oscilacija male. Definišu se perturbacije radijusa, pritiska i gustine �r, �P i
�� koje zavise od polo�aja u zvezdi i vremena (ibid.):

r t r r r t( ) ( , )� 

0 0

� ,
P r t P r P r t( , ) ( ) ( , )

0 0 0
� 
 � ,

� � ��( , ) ( ) ( , )r t r r t
0 0 0

� 
 ,

tako da za svaku od velièina va�i |�f | << f 0 , tj. da je velièina perturbacije
mnogo manja od ravnote�ne vrednosti. Linearizovanje jednaèina (4) i (11) i
adijabatska aproksimacija daju redom:

��

�
�

��

�0

0

0

3� � �r
r

, (12)
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(13)

� ��

�
P

P0

1

0

�  , (14)
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r
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,

pri èemu je  1 koeficijent koji se definiše u adijabatskim procesima:

 1 :
ln

ln
�
�

�
��

�

�
��

d

d
ad

P

�
.

U aproksimaciji da se parcijalno jonizovovani sloj sastoji od mešavine
potpuno jonizovanog gasa (He++) i zraèenja (Cox i Giuli 1968):

 1

2 212 1 4 3

1
� �


 � 
 �

�
�

C

C

V

V

� � � �

�
!"# �$

( ) ( )
,

gde je CV toplotni kapacitet gasa po jedinici mase pri konstantnoj zapr-
emini. Kako je gas zvezde prete�no jednoatomski, CV = 3/2 �..

Kako oèekujemo da nam se fizièke velièine menjaju periodièno, uvodi
se pretpostavka da je moguæe razdvojiti relativne perturbacije na prostorni i
vremenski deo (Hansen et al. 2004):

�
% &

r

r
r i t

0

0� ( ) exp( ) (15)

gde je & frekvencija pulsiranja zvezde a %( )r0 amplituda relativne perturba-
cije radijusa. Linearizovane jednaèine koje opisuju adijabatske sinusoidne
pulsacije, zajedno sa opisom statiène zvezde daju promene fizièkih velièina
u vremenu kroz zvezdu. Kombinovanjem jednaèina (12)-(15) i uklanjanjem
indeksa 0 uz vrednosti koje opisuju statiènu zvezdu dobija se jednaèina:
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  ( ) % ,

koja je u literaturi poznata kao linearna adijabatska talasna jednaèina (eng.
linear adiabatic wave equation, u daljem tekstu LAWE; ibid.). Ona, zajedno
sa odgovarajuæim graniènim uslovima predstavlja regularni Šturm-
-Liuvilov problem svojstvenih vrednosti. Svojstvenu vrednost predstavlja
kvadrat frekvencije puslacija &2 , a svojstvene funkcije su rešenja LAWE
%( )r za datu svojstvenu vrednost.

Kako bi radijalna simetrija bila oèuvana u centru zvezde mora da va�i:

d

d

%

r r

�

�
�

�

�
� �
�0

0.

Takoðe da bi pritisak te�io nuli ka površini zvezde va�i (ibid.):

4 0
3

2% &
�



�



�

�
��

�

�
�� �
�

GM

P

P
r R

.

LAWE je homogena diferencijalna jednaèina drugog reda, ali kako je i
frekvencija nepoznata to za njeno rešenje su potrebna tri granièna uslova.
Stoga treba izvršiti normalizaciju njenih rešenja, kako bi ona mogla nume-
rièki da se odrede. Za cefeide i sliène puslirajuæe zvezde poznato je da va�i
(Rodgers 1956):

%r R� / 0 1. .

Specijalno, u sluèaju politropskog opisa statiène zvezde, dobija se
politropska LAWE:

d
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% ,

gde je bezdimenziona frekvencija definisana preko 0 &2
3

2:�
R

GM
i pred-

stavlja svojstvenu vrednost jednaèine.
Èinjenica da je po sredi regularni Šturm-Liuvilov problem svojstvenih

vrednosti obezbeðuje da ih mo�emo poreðati u rastuæi niz i da postoji
najmanja meðu njima. Ta osobina svojstvenih vrednosti je bitna jer
omoguæava numerièko odreðivanje prvih nekoliko svojstvenih vrednosti.

Ova osobina svojstvenih vrednosti ima odgovarajuæu fizièku inter-
pretaciju. Cefeide najèešæe pulsiraju u osnovnom harmoniku (èija je frek-
vencija najmanja), ponekad u prva dva a veoma retko u prva tri harmonika
(Hansen et al. 2004). Stoga se ovaj rad bavio odreðivanjem prve dve frek-
vencije.

One se mogu odrediti shooting metodom, koji funkcioniše tako što se
svojstveni problem svodi na problem poèetnih vrednosti. Iz zadatog inter-
vala se biraju ekvidistantne vrednosti frekvencija koje se koriste kao
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svojsvene vrednosti. Za svaku od tih vrednosti vrši se numerièka integracija
jednaèine (u našem sluèaju poliltropske LAWE). Zatim se proverava koliko
takvo rešenje zadovoljava granièni uslov postavljen sa strane ka kojoj se
vrši integracija. U ovom radu integracija je vršena ka unutrašnjosti pri èemu

je uslov
d

d

%

r r

�

�
�

�

�
�
�0

= 0. Svojstvene vrednosti za koje odstupanje od tog graniè-

nog uslova dosti�e lokalne minimume su tra�ene svojstvene vrednosti.
Znajuæi njih, odgovarajuæe funkcije se mogu odrediti integracijom jedna-
èine (u našem sluèaju poliltropske LAWE; Kiusalaas 2005; slika 1).

Kompozitna kriva sjaja

Kriva sjaja pulsirajuæe zvezde

Pri modelovanju pulsacija cefeide one su, radi jednostavnijeg modela,
aproksimirane kao adijabatske, kako bi se dobio mehanièki opis cefeide.
Tako je zapostavljen uticaj prenosa energije na mehanièke osobine. Kako
prenos energije kroz parcijalno jonizovani sloj koji pulsira stvara promenu
luminoznosti cefeide, ovaj sloj zahteva i termodinamièki opis. U ovom
poglavlju dat je neadijabatski opis parcijalno jonizovanog sloja èije su
pulsacije adijabatske, stoga je naš opis parcijalno jonizovanog sloja kvazi-
-adijabatski.

Jednaèine u nastavku teksta koriste promene luminoznosti po masi
umesto po radijusu iz praktiènih razloga. Prelaz sa jedne na drugu neza-
visnu promenljivu se mo�e izvršiti pomoæu zakona odr�anja mase. U
sluèaju nestatiène zvezde, zakon odr�anja energije ima oblik (Cox 1980):

d

d

d

d

Q

T

L m

m
� � 


( )
1, (16)

12 • PETNIÈKE SVESKE 76 DEO I

Slika 1. Rešenja politropske LAWE
jednaèine za parametre M = 4.5 M�, R
= 44.5 R� i μ = 0.62. Taèka-crtom je
predstavljeno rešenje za osnovni
harmonik kome odgovara svojstvena
vrednost 02 = 9.2, dok je taèkastom
linijom prikazano rešenje za prvi
harmonik kome odgovara 02 = 16.9.

Figure 1. Solution of the LAWE for
parameters M = 4.5 M�, R = 44.5 R�
and μ = 0.62. Solution for fundamental
harmonic with eigenvalue 02 = 9.2 is
displayed with dash-doted line and
solution for first harmonic with
eigenvalue 02 = 16.9 is displayed with
doted line.



gde je L(m) luminoznost zvezde u sloju unutar kog je masa m, tj. ukupna
energija koja u jedinici vremena napušta taj sloj, Q kolièina toplote u delu
zvezde, a 1 kolièina energije koju u jedinici vremena proizvede jedinica
mase zvezdane materije.

Kako u parcijalno jonizovanim slojevima koji su jako blizu površine
zvezde nema proizvodnje energije nuklaernom fuzijom, 1 = 0.

U cilju pojednostavljenja termodinamièkog opisa, parcijalno joni-
zovan sloj helijuma aproksimiran je potpuno jonizovanim slojem helijuma
(He++).

Promena toplote u vremenu za potpuno jonizovani sloj se mo�e izraziti
korišæenjem politropske jednaèine stanja i prvog zakona termodinamike:
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d

d
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gde su konstante A

CV

� �

 �

�

� �

�

12 1

4 3

( )
i B

CV

� � �

 � 
 �

�

� � � �

�

2 212 1 4 3

4 3

( ) ( )
.

Promena luminoznosti kroz slojeve se mo�e izraziti preko relativne
promene luminoznosti �l :

�
�

�

�
�
�

L

m

L

m
l L

l

m
� 
 � 


�0
01( ) , (18)

gde je �l definisano u L L m l m t� � 
 �
0 1( ) ( ( , )).

U statiènom sluèaju, za slojeve gde nema proizvodnje energije, pa

stoga i za parcijalno jonizovani sloj va�i
�

�
1

L

m

0 0� � .

Bekerov adijabatski model pulsacija (Baker 1966) daje termodina-
mièki opis samo pulsacija sloja koji je odgovoran za promenu sjaja. Ovaj
model pulsacija se sastoji iz tri pretpostavke. Prva je da se relativna pro-
mena luminoznosti tog sloja mo�e izraziti kao srednja vrednost u gornjem

delu �lu i donjem delu sloja �ld , � �
� 
 �

l
l lu d

2
. Druga je da se njena promena

mo�e aproksimirati konaènim razlikama kao
�
�

�
�
� � �l

m

l l

m

u d

0

, gde je m0 masa

parcijalno jonizovanog sloja. Kako su pulsacije ostatka zvezde modelovane
adijabatski, promene luminoznosti ispod parcijalno jonizovanog slojeva
nema, pa se mo�e pretpostaviti � �ld 0, što daje (ibid.):

�
�

�
�

�l

m

l

m

2

0

. (19)

Kombinovanjem jednaèina (12), (14)-(19) dobija se izraz koji daje
relativno odstupanje luminoznosti u vremenu:
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pri èemu se u 3%
%


 �
�

d

d
podrazumevaju vrednosti koje odgovaraju parci-

jalno jonizovanom sloju.
Masa oscilujuæeg sloja je odreðena radijusima na kojima je odnos

koncentracija He+ i He++ 5% i 95%. Temperature na kojima va�e ti odnosi
koncentracija se mogu odrediti iz Sahine jednaèine koja daje odnos broja
atoma u susednim stanjima jonizacije (Cox i Giuli 1968):

N

N

m k T

n h

U

U k T

i

i

i

i

i
 
� �
�

�
��

�

�
��

1

3

2

3

12 2( )
exp

� 2e B

e B

,

gde je ne koncentracija elektrona, me masa elektrona, Ui statistièka te�ina
jona ili atoma (i je broj elektrona koji fali atomu da bi bio neutralan), 2 i

energija jonizacije i-tog stanja i h Plankova konstanta. Koncentracija

elektrona se mo�e odrediti kao n
m

Xe � 

1

2
1

�

p

( ), uz aproksimaciju da je

sredina potpuno jonizovana (ibid.), gde je X relativna koncentracija vodo-
nika (za cefeide X / 0.7 iz rada Mundprecht et al. 2015). Poznavanjem
profila temperature zvezde koji daje Edingtonov model mogu se odrediti
radijusi na kojima su te dve temperature, odakle se mo�e naæi masa parci-
jalno jonizovanog sloja iz zakona odr�anja mase.

Na slici 2 je predstavljen primer krive sjaja cefeide koju daje opisani
model.

Kriva sjaja tranzita

U nastavku teksta biæe opisano dobijanje kompozitne krive sjaja cefe-
ide sa egzoplanetom na osnovu krive sjaja cefeide koju daje model razvijen
u prethodnom delu rada. Za dobijanje krive sjaje tranzita korišæen je model
tranzita u kome su zvezda i planeta predstavljeni kao dva kru�na diska koji
se meðusobno pomraèuju (Gimenez 2006). Za opisivanje polo�aja planete
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Slika 2. Dobijena kriva sjaja cefeide za
parametre M = 4.5 M�, R = 44.5 R� i
μ = 0.62 za osnovni harmonik.

Figure 2. Light curve of Cepheid for
parameters M = 4.5 M�, R = 44.5 R�
and μ = 0.62 for the fundamental
harmonic.



tokom trajanja tranzita koristi se faza �, ugao izmeðu pravca vizure i prave
koju odreðuju zvezda i planeta u tom trenutku, koji raste u pozitivnom
smeru od 0 do 2�. Prividna udaljenost centara diska zvezde i planete iz
perspektive posmatraèa �mo�e se izraèunati na sledeæi naèin (ibid.):

�
� 0

��
�

� �
�

( )

sin( )
cos sin

1

1
1

2
2 2e a

e
i ,

gde je e ekscentricitet orbite planete, 0 argument perihela, i inklinacija
orbite, a a velika poluosa. Ukupna luminoznost sistema se mo�e izraziti
preko luminoznosti zvezde L t L l tS S0( ) ( ( ))� 
 �1 , pri èemu je LS0 srednja
luminoznost zvezde i luminoznosti planete LP:

Kako je L t L L tS P S( ) ( )
 / , predhodna jednaèina se svodi na (ibid.):

l t t L t( ) ( ( )) ( )� �1 � S ,

gde je �(t) relativni gubitak svetlosti usled tranzita. Za odreðivanje ove
funkcije potrebno je uzeti zakon potamnjenja ka rubu. On opisuje opadanje
sjaja zveze od centra njenog diska ka rubu. U opštem obliku on glasi (ibid.):

I I un

n

n

N

( ) ( ) ( )	 	� � �

��
�

���
31 1 1

1

,

gde je I(1) intenzitet svetlosti koji normalno izlazi sa površine zvezde,
	 �� cos , a un koeficijenti potamnjenja ka rubu. Uzimajuæi u obzir zakon
distribucije svetlosti po površini, mo�emo razdvojiti parametre zraèenja od
geometrije tranzita u funkciji � (ibid.):

� ��
�
3Cn

n

N

n

0

,

gde je Cn koeficijent koji opisuje potamnjenje ka rubu a � n koeficijent
relativnog gubitka svetlosti koji zavisi od odnosa radijusa planete i zvezde i
njihove prividne udaljenosti. Odreðivanje koeficijenata Cn i � n na osnovu
radijusa planete, radijusa zvezde i njihove prividne udaljenosti �opisano je
u ranijim istra�ivanjima (Radoviæ 2015, Gimenez 2006). Napominjemo da
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Slika 3. Kriva sjaja tranzita za
parametre: M = 4.5 M�, R = 44.5 R�,
RP = 1.5 RJ, a = 1 AU, e = 0,
i = 0= �/2.

Figure 3. Light curve of transit for
parameters: M = 4.5 M�, R = 44.5 R�,
RP = 1.5 RJ, a = 1 AU, e = 0,
i = 0= �/2.



je funkcija u istra�ivanju Radoviæa (2015), koju autor predstavlja kao
Jakobijev polinom, zapravo normalizovani Jakobijev polinom:

G p q x
n n p

n q
P xn n

p q q( , ' ; )
( ) ( )

( )
( )( . )�


 




�� �  

 

1

2
2 11 ,

gde Pn predstavlja Jakobijev polinom, a  # $ � # �!$4n n je gama funkcija.
Na slici 3 je prikazana kriva sjaja tranzita egzoplanete oko zvezde, èiji

se parametri (masa, radijus) zadaju, koju daje ovaj model.

Dodavanje šuma

Kako bi kriva sjaja cefeide sa egzoplanetom bila realistiènija, na nju je
dodat šum (greška merenja). Zbog svojih visokih performansi u konkuren-
ciji teleskopa koji se bave posmatranjem egzoplaneta, preuzeta je vrednost
preciznosti teleskopa Kepler (pošto je on trenutno najprecizniji teleskop
èija je namena posmatranje egzoplaneta; Van Cleve i Caldwell 2009). Kako
æemo analizu moguænosti detektovanja tranzita oko cefeide izvršiti na pri-
meru cefeide �Cephei, preuzeta je vrednost preciznosti koja odgovara
njenom sjaju i iznosi P � � �3 9 10 5. (ibid.). Preciznost je definisana preko od-
nosa šuma i signala.

Veza izmeðu magnitude i jaèine signala S je korišæenjem Pogsonovog
zakona u obliku (Hainaut 2005):

m(S) = –2.5 log S + const.

Greška posmatranja neke referentne zvezde &S se mo�e odrediti kao
razlika magnitude signala sa šumom i magnitude signala (ibid.):

&S S N S� � 
 
 � 
�
�
�

�
�
�| . log( ) . log | . log25 25 25 1

1

SNR
.

gde je N šum a SNR je odnos signala prema šumu SNR :=
S

N
(ibid.).

Iz veze izmeðu preciznosti i SNR-a P = 1/SNR (ibid.) mo�e se proce-
niti greška signala u magnitudama: &S / 20 μmag.

Meðutim kako greška magnitude signala neke zvezde zavisi od magni-
tude signala, potrebno je proceniti grešku za svaku taèku krive sjaja. Kako
je greška u fotometriji srazmerna korenu broja prikupljenih fotona, koriš-
æenjem Pogsonovog zakona dobija se izraz za grešku &( )m (Miliæ i Kološ-
njaji 2015):

& &( ) . ( )
m

m m� �
S

S10 0 4 ,

gde je mS /2.089 magnituda referentne zvezde, koja je preuzeta iz kataloga
Kepler.

Analiza kompozitne krive sjaja

Kompozitna kriva sjaja cefeide i tranzita predstavlja signal koji govori
o promeni ukupne magnitude u vremenu, M(t). U cilju analiziranja jaèine
signala tranzita, signal je korišæenjem diskretne Furijeove transformacije
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(DFT) predstavljen kao raspodela amplitude signala po frekvencijama tj.
amplitudski spektar M(f) (Cerna i Harvey 2000). Pošto puslacije cefeida
generalno kraæe traju od perioda tranzita planeta (period planete je najèešæe
reda velièine meseca ili godine – Schneider 2011; period pulsacije cefeida
nekoliko dana – Vukiæeviæ-Karabin i Atanackoviæ-Vukmanoviæ 2004),
najmanja frekvencija u amplitudskom spektru biæe frekvencija cefeide.
Stoga, kako bi se zadovoljila Nyquist–Shannon teorema o uzorkovanju
signala (ibid.), koja garantuje rekonstrukciju kontinualnog signala iz
njegove diskretne verzije, vremenski korak s kojim se generiše kriva sjaja
mora da zadovoljava nejednakost 1/5t = fS > fmin, gde je fmin najmanja
frekvencija signala, u našem sluèaju frekvencija pulsiranja cefeide.

Radi kvantifikovanja moguænosti da se signal tranzita detektuje, de-
finisan je faktor Q. On se odreðuje kao odnos amplitude signala na frek-
venciji na kojoj se oèekuje tranzit i standardne devijacije okolnog šuma.
Tako definisano Q daje informaciju o tome sa kolikom sigurnošæu (izra-
�enom u standardnim devijacijama) se mo�e tvrditi da je detektovan tranzit
egzoplanete na osnovu diskretnog vremenskog signala M(t).

Rezultati i diskusija
Model tranzita naveden u ovom radu za parametre uzima odnos radi-

jusa egzoplanete i zvezde, veliku poluosu, inklinaciju, ekscentricitet i argu-
ment perihela orbite egzoplanete. Parametri modela cefeide su masa,
radijus, luminoznost i hemijski sastav zvezde. U nastavku ovog poglavlja,
pod signalom tranzita podrazumeva se promena sjaja usled tranzita u vre-
menskom domenu.

U ovom odeljku diskutovan je uticaj parametara modela tranzita i
modela cefeide na analizu kompozitne krive sjaja i predstavljeni rezultati
analize za zvezdu �Cephei (M = 4.5 M�, R = 44.5 R� i μ = 0.62 iz rada
Matthews et al. 2012) koja je prototip ove vrste pulsirajuæih zvezda.

U cilju smanjenja prostora parametara koji ispitujemo uvešæemo neke
aproksimacije. S obzirom na to da argument perihela menja fazu signala
tranzita, on ne utièe na amplitudu tranzita, te ni na analizu detektabilnosti
signala. Stoga je on fiksiran na vrednost � / 2. Ekscentricitet menja širinu
signala tranzita jer menja trajanje prelaska planete preko površine diska
zvezde, ali ne utièe na amplitudu tranzita. Vrednost inklinacije utièe na
vreme prelaska planete preko zvezde (što je inklinacija veæa, vreme je
du�e), samim tim i na širinu signala tranzita. Osim toga, s obzirom na to da
model tranzita uzima u obzir efekat potamnjenja ka rubu, inklinacija utièe i
na amplitudu tranzita. Velika poluosa planete ne utièe na amplitudu signala
jer je udaljenost egzoplanete od cefeide zanemarljiva u odnosu na udalje-
nost tog sistema od Zemlje. Ona utièe na širinu signala tranzita (zbog toga
što zajedno sa masom zvezde odreðuje vreme potrebno da egzoplaneta
preðe preko zvezde). Osim toga, velika poluosa je jedini orbitalni parametar
koji utièe na frekvenciju signala (zajedno sa masom zvezde iz treæeg Keple-
rovog zakona daje period tranzita). Polupreènik egzoplanete ima ubedljivo
dominantan uticaj na amplitudu signala tranzita (Gimenez 2006).
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Uzimajuæi u obzir naèin na koji se odreðuje faktor Q, on nije osetljiv
na širinu signala, pa je ekscentricitet fiksiran na vrednost e = 0. U prvoj
aproksimaciji pretpostavljeno je da je uticaj efekta potamnjenja ka rubu
zanemarljiv, što nam omoguæava da fiksiramo vrednost inklinacije na
i � � / 2. Ovako fiksirani ekscentricitet i inklinacija daju najveæu moguæu
amplitudu signala.

Priroda LAWE jednaèine daje rešenja mnoštvo harmonika u kojima
cefeida mo�e da pulsira. Jednostavnosti radi, pri generisanju krive sjaja
cefeide uzet je u obzir samo fundamentalni mod oscilovanja (uzima se
najmanja frekvencija koja zadovoljava politropsku LAWE). Time je pro-
stor parametara sistema sveden na veliku poluosu i polupreènik planete. Na
slici 4 prikazana je zavisnost faktora Q od velike poluose i polupreènika
planete na rasponu velièina koje odgovaraju egzoplanetama detektovanim
metodom tranzita, ukoliko bi one orbitirale oko �Cephei. Analiza krivih
sjaja u trajanju od 30, 50 i 70 perioda tranzita egozplanete ukazuje da vreme
posmatranja u tom intervalu ne utièe na detektabilnost.

Na slici 4 se mo�e uoèiti da faktor Q raste sa poveæanjem polupreènika
planete, što je i oèekivano jer jaèina signala tranzita raste sa polupreènikom
planete.

Sa prethodne slike mo�e se zakljuèiti da planete radijusa veæeg od ~0.7
radijusa Jupitera zadovoljavaju granicu detektabilnosti od 3 standardne
devijacije. Takoðe, sa ovom ili veæom sigurnošæu, metodom tranzita mo�e
se detektovati ~40% (20%) do sada (tranzitom) detektovanih egzoplaneta,
ako bi one orbitirale oko �Cephei (Schneider 2011). Iako bi se mo�da
oèekivalo da se više planeta mo�e detektovati sa sigurnošæu od 3
standardne devijacije, treba imati na umu da raspodela egzoplaneta po veli-
èini nije uniformna.

Fluktuacije u vrednosti faktora Q na slici 4 potièu od toga što je doda-
vanje šuma na signal „sluèajan” proces.
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Slika 4. Konturni plot koji daje
zavisnost faktora Q (gradijentna skala)
od velike poluose i radijusa planete (u
radijusima Jupitera). Krive sjaja su
analizirane u vremenskom intervalu od
70 perioda tranzita. Izlomljenom
linijom predstavljen je signal na Q = 3.

Figure 4. Contour plot which shows
the dependency of the Q factor
(gradient grayscale) on the semi-major
axis and the radius of the planet (in
Jupiter’s radius). Light curves are
analyzed in intervals of 70 periods of
transit. The broken line signifies signal
level of Q = 3.



Zakljuèak
Modelovana je statièna zvezda pod pretpostavkom homogenog he-

mijskog sastava, odsustva rotacije i radijalne simetrije Edingtonovim mo-
delom (Hansen et al. 2004). Prednost ovog modela je moguænost zasebnog
rešavanja jednaèina koje opisuju mehaniku zvezde kako bi se dobili profili
gustine i pritiska. Tu prednost omoguæava aproksimacija da je odnos pri-
tiska gasa i ukupnog pritiska konstantan kroz zvezdu. Napravljen je model
cefeide korišæenjem modela statiène zvezde. Pretpostavljeno je da su rela-
tivne promene fizièkih velièina od njihovih ravnote�nih vrednosti male i da
je njihova vremenska zavisnost sinusoidna. Za Edingtonov model statiène
zvezde, ove perturbacije opisuje politropska LAWE jednaèine (ibid.).
Njeno rešavanje daje frekvencije pulsiranja cefeide i zavisnost fizièkih veli-
èina u vremenu kroz zvezdu.

Dobijanje krive sjaja cefeide zahtevalo je da se parcijalno jonizovani
sloj helijuma opiše kvazi-adijabatski. To je postignuto pomoæu Bekerove
pretpostavke o promeni luminoznosti, koja aproksimira relativnu promenu
luminoznosti u parcijalno jonizovanom sloju srednjom vrednošæu perturba-
cija luminoznosti u slojevima iznad i ispod tog (Baker 1966). Na osnovu
ovog modela dobijena je kriva sjaja �Cephei èija amplituda i period odgo-
varaju vrednostima dobijenim iz posmatranja. Iskorišæen je model tranzita
egzoplanete (Gimenez 2006) kako bi se, uz model cefeide, dobila kriva
sjaja sistema u kome egzoplaneta pomraèuje cefeidu. Radi realistiènije
krive sjaja, na nju je dodat šum teleskopa Kepler, najpreciznijeg teleskopa
koji se bavi posmatranjem egzoplaneta. Kriva sjaja egzoplanete koja kru�i
oko �Cephei na koju je dodat šum je analizirana za razlièite vrednosti
radijusa i velike poluose planete. Na osnovu analize krive sjaja procenjena
je moguænost detektovanja egzoplanete oko cefeide metodom tranzita. Kao
što je i oèekivano, na moguænost detektovanja egzoplanete dominantno
utièe radijus egzoplanete. Pokazano je da bi se egzoplanete radijusa veæeg
od ~0.7 radijusa Jupitera mogle detektovati tranzitom sa sigurnošæu veæom
od 3 sigma, ukoiko bi orbtirale oko �Cephei.

Pulsacije su, u ovom radu, opisane perturbacijama prvog reda što je
dalo èisto sinusoidnu promenu luminoznosti. Kako promene luminoznosti
cefeida nisu sinusoide, trebalo bi, radi realistiènije krive sjaja, razmotriti
neki slo�eniji model pulsacija. Osim toga analiza krive sjaja izneta je samo
za jednu konkretnu cefeidu, �Cephei. Trebalo bi analizu izvršiti na više
razlièitih cefeida kako bi se videlo koliko utièe frekvencija i oblik krive
sjaja cefeide na detekciju egzoplanete. Takoðe, ova analiza bi mogla da se
proširi razmatranjem uticaja inklinacije na detektabilnost.

Zahvalnost. �elimo da izrazimo zahvalnost Sanji Mihajloviæ i Borisu
Majiæu na pomoæi pri analiziranju meðurezultata Furijeove analize krive
sjaja kao i Stanislavu Miloševiæu i Mateji Boškoviæu na konstruktivnoj
kritici ranije verzije teksta rada.
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Nikola Saviæ, Bo�idar Obradoviæ and Filip Herèek

Modeling and analysis of the Cepheid Variable Light
Curve with a Transiting Exoplanet

In this paper we presented the theoretical model of the Cepheid vari-
able light curve with a transiting exoplanet. Our aim was to investigate the
possibility of detecting exoplanets around Cepheid variables using transit
photometry, depending on the planet’s radius and semi-major axis.
Cepheids are extremely important because their periodic changes in bright-
ness can be used to figure out their distance. As our knowledge about them
grows, our measurements of the universe become more and more precise.

The model of a stationary and static star was obtained by solving the
Lane-Emden equation for polytropic index n = 3 (derived from Eddington’s
model), under assumptions of spherical symmetry and homogeneous chem-
ical composition.

We approximated pulsations as adiabatic because it allowed us to sep-
arate the thermodynamic analysis of the cepheid from the mechanic analy-
sis.

The linear adiabatic wave equation was obtained by linearizing the
equations of stellar structure, under the assumption of radial adiabatic pul-
sations. By applying the solution of a static star, we have described the par-
tially ionized layer of helium, which is responsible for the pulsations. We
approximated that this helium layer is completely ionized. The star’s light
curve was calculated using the star parameters (mass, luminosity, radius) at
the depth of the helium layer.

The transit light curve was obtained by using the model from Gime-
nez’s paper (2006), which considers limb darkening. The model returns the
light curve depending on the planet’s orbital parameters and radius, and
Cepheid parameters.

The composite light curve was obtained by combining both light
curves. To create a more realistic setting, we incorporated noise into our
model. The strength of the signal in the power spectrum is described by the
Q factor. It is defined as the ratio of signal amplitude and standard deviation
of the surrounding signal points. Our results show that Q is increasing with
the planet’s radius, which was expected. Using this method we could detect,
with 3 sigma significance, up to 40% (20%) of all the confirmed exoplanets
(using the transit method), if orbiting around �Cephei.
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