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Univerzalnost I-Love-Q relacija kod
belih patuljaka

Ispitana je univerzalnost I-Love-Q relacija, tj. relacija izmeðu momenta
inercije, Lavovog broja i kvadrupolnog momenta, kod belih patuljaka, pri
promeni realistiène jednaèine stanja i ugaone brzine. Moment inercije opi-
suje inertnost tela pri rotaciji, Lavov broj kvantifikuje deformabilnost ob-
jekta pri rotaciji, a kvadrupolni moment kvantifikuje odstupanje oblika tela
od sferne simetrije, u kontekstu njegovog gravitacionog polja. Iako ove ve-
lièine zavise od jednaèine stanja, skoro je pokazano da su kod neutronskih
zvezda relacije izmeðu pogodno normalizovanih vrednosti ovih velièina
nezavisne od izbora realistiène jednaèine stanja materije i ugaone brzine u
re�imu spore rotacije. Cilj ovog rada je da ispita da li ovakve relacije ispo-
ljavaju istu osobinu i u sluèaju belih patuljaka. Jednaèine stanja na kojima
je univerzalnost ispitivana su politropske jednaèine stanja sa politropskim
indeksima n = 1.5 i n = 3 i Èandrasekarova jednaèina stanja na T = 0 K.
Struktura sporo-rotirajuæih belih patuljaka je modelovana na osnovu Ki-
penhan-Tomasove aproksimacije. Moment inercije je izraèunat na osnovu
rešenja jednaèine strukture, koje je dobijeno numerièki. Lavov broj i kva-
drupolni moment su dobijeni na osnovu rešenja jednaèine strukture i
modifikovane Kler-Radau jednaèine, koja je takoðe rešena numerièki. Za
ove jednaèine stanja ustanovljena je univerzalnost u nerotirajuæem sluèaju
sa odstupanjem manjim od 6% za I-Q, 1.5% za I-Love, odnosno 4% u
sluèaju Q-Love relacija, u odnosu na I-Love-Q relacije za nerotirajuæu n =
= 1 politropu. Pokazano je da spora rotacija ne remeti univerzalnost
relacija kod Èandrasekarove jednaèine stanja na T = 0 K, jer je relativno
odstupanje od univerzalnosti manje od 6% za I-Q i I-Love relacije, odnosno
manje od 2% za Q-Love relacije u odnosu na nerotirajuæe n = 1 politrope.

Uvod
Kompaktni zvezdani objekti predstavlju konaènu fazu u evoluciji

zvezda. Zbog velikih gustina i masa koje imaju ovi objekti, njihovo mode-
lovanje zahteva korišæenje kvantne mehanike i opšte teorije relativnosti,
zbog èega su sa aspekta teorijske fizike znaèajni za prouèavanje. Prouèa-
vanje njihovih osobina omoguæava proveravanje postojeæih fizièkih teorija
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u ekstremnim re�imima i ostavlja moguænost potencijalnog otkrivanja nove
fizike. Zbog nedostatka znanja iz nuklearne fizike na odreðenim energet-
skim skalama, postoji nekoliko modela stanja materije u neutronskim zvez-
dama (NZ) od kojih ni jedan nije dovoljno pouzdan (Yagi i Yunes 2013).

Sa stanovišta posmatraèke astrofizike ovo je problem, jer opservable
NZ zavise od njihove strukture, za èiji opis je potrebno pouzdano pozna-
vanje jednaèine stanja NZ. Mo�emo ilustrovati ovaj problem na primeru
relacija mase i radijusa (relacije M-R) kod NZ. Ukoliko bismo posmatraèki
odredili masu NZ, na osnovu ovih relacija ne bismo mogli da dobijemo je-
dinstveno teorijsko predviðanje radijusa ovog objekta, jer razlièite reali-
stiène jednaèine stanja dovode do netrivijalnih razlika u M-R relacijama.
Jedno od moguæih rešenja ovog problema je nala�enje relacija izmeðu op-
servabli koje ne zavise znaèajno od jednaèine stanja, odnosno unutrašnje
sturkutre NZ. Nedavno je pokazano (ibid.) da su relacije izmeðu pogodno
normalizovanih vrednosti momenta inercije, Lavovog broja i kvadrupolnog
momenta (I-Love-Q relacije) kod NZ univerzalne, odnosno da ne zavise od
izbora realistiène jednaèine stanja, kao i ugaone brzine u re�imu spore rota-
cije (Doneva et al. 2014). Moment inercije opisuje inertnost krutih tela pri
rotaciji, Lavov broj kvantifikuje deformabilnost objekta pri rotaciji, a
kvadrupolni moment kvantifikuje odstupanje oblika tela od sferne simetrije
u kontekstu njegovog gravitacionog polja. U literaturi (Yagi i Yunes 2013)
je takoðe pokazano da se I-Love-Q relacije mogu primeniti u posmatraèkoj
astrofizici, astrofizici gravitacionih talasa i testiranju opšte relativnosti u
ekstremnim re�imima.

Slièan problem postoji i kod druge klase kompaktnih zvezdanih ob-
jekata, belih patuljaka (BP). Razumevanje strukture BP zasnovano je na
ranim radovima S. Èandrasekara, u kojima se stanje materije u BP modeluje
relativistièkom jednaèinom stanja degenerisanog elektronskog gasa na T =
= 0 K (Chandrasekhar 1934). Jedan od glavnih rezultata ovog rada je ot-
kriæe postojanja graniène mase BP, Èandrasekarove mase. Detaljnija ana-
liza stanja plazme u BP na T = 0 K uraðena je od strane E. Salpetera
(Salpeter 1961). Skora istra�ivanja strukture BP (Carvalho et al. 2014;
Boshkayev et al. 2016a; Rotondo et al. 2010) pokazala su da se odstupanja
relacije M-R raèunate na osnovu degerisanog opisa od posmatraèkih
podataka javljaju zbog neadekvatnosti T = 0 K aproksimacije kod BP malih
masa (Carvalho et al. 2014). Kao rešenje problema predlo�en je rela-
tivistièki Feynman-Metropolis-Teller (FMT) opis stanja materije na T = 0 K
(Carvalho et al. 2014).

Ovaj problem, kao i èinjenica da I-Love-Q univerzalnost ne va�i kod
stabilnih zvezda (Yagi et al. 2014), motiviše potrebu da se I-Love-Q rela-
cije izraèunaju za BP i ispita njihova univerzalnost. Pošto I-Love-Q univer-
zalnost va�i kod NZ, crnih rupa i još nekih egzotiènih kompaktnih objekata
(Yagi i Yunes 2013; Yagi et al. 2014; Yagi i Yunes 2016), ukoliko bi isto
bio sluèaj i kod BP, to bi išlo u prilog postojanja aproksimativne emer-
gentne simetrije svojstvene kompaktnim zvezdanim objektima koja se
predla�e u literaturi (Yagi et al. 2014), a koja je odgovorna za invarijantnost
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I-Love-Q relacija u odnosu na promenu jednaèine stanja i ugaone brzine u
re�imu spore rotacije.

U ovom radu je ispitana univerzalnost I-Love-Q relacija za BP èije je
stanje materije opisano politropskom jednaèinom stanja i Èandraseka-
rovom jednaèinom stanja na T = 0 K.

Modelovanje strukture belih patuljaka

Jednaèina strukture

Najjednostavniji model zvezde podrazumeva nerotirajuæu zvezdu, bez
magnetnog polja i u stabilnoj termodinamièkoj ravnote�i (Vukiæeviæ-Ka-
rabin i Atanackoviæ 2010). Ovakva zvezda je sferno simetrièna, odnosno
sve relevantne fizièke velièine mogu biti opisane kao funkcije radijalne
koordinate r. Iz pretpostavke da se masa odr�ava dobijamo jednaèinu
oèuvanja mase, koja opisuje gradijent mase kao funkciju raspodele gustine
u zvezdi. Iz pretpostavke da je zvezda u hidrostatièkoj ravnote�i, dobijamo
jednaèinu hidrostatièke ravnote�e, koja opisuje gradijent pritiska kao fun-
kciju raspodele gustine i gravitacionog polja zvezde. Ovde je korisno isko-
ristiti Birkhofovu teoremu, odnosno èinjenicu da je gravitacioni potencijal
sferno simetriène raspodele mase jednak gravitacionom potencijalu mate-
rijalne taèke èija je masa jednaka ukupnoj masi sferne raspodele. Ova
teorema znatno pojednostavljuje problem rešavanja sturkture u sluèaju
sferno simetriène raspodele mase, što nije sluèaj sa sferoidnom raspodelom
mase, gde Birkhofova teorema ne va�i, a èiju strukturu æemo u ovom radu
prouèavati. Tada je nu�no koristiti Poasonovu jednaèinu koja povezuje
gravitacioni potencijal objekta � sa raspodelom gustine � u njemu (Chan-
drasekhar 1933). Iz pretpostavke da se sva energija proizvedena unutar
zvezde iz nje izraèi, dobija se jednaèina odr�anja energije, koja opisuje
gradijent luminoznosti u zvezdi. Na osnovu mehanizma prenosa toplote
unutar zvezde, zraèenjem, konvekcijom ili kondukcijom, dobija se jed-
naèina koja opisuje gradijent temperature unutar zvezde (Vukiæeviæ-Ka-
rabin i Atanackoviæ 2010).

Sistem ove èetiri diferencijalne jednaèine, jednaèine strukture stabilne
zvezde, zajedno sa Poasonovom jednaèinom nije zatvoren i da bi se
zatvorio potrebno je još dodati jednaèinu stanja, kao i algebarske jednaèine
za kolièinu energije koju proizvede jedinièna masa u jedinici vremena, kao i
parametre koji opsuju hemijski sastav i prenos toplote (ibid.). Jednaèina
stanja je jednaèina koja opisuje zavisnost izmeðu termodinamièkih velièina
koje opisuju objekat i dobija se iz statistièke fizike. Za odreðenu klasu
jednaèina stanja kod kojih je P = f(�), tzv. barotropske jednaèine stanja,
Poasonova jednaèina i jednaèina hidrostatièke ravnote�e se dekupluju od
ostale dve jednaèine stukture. To omoguæava da se ove dve jednaèine
zajedno zapišu kao diferencijalna jednaèina drugog reda po gustini, èijim se
rešavanjem dobija profil gustine zvezde, a na osnovu jednaèine stanja i
profil pritiska.
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Va�no je naglasiti da gustina, pritisak, luminoznost, temperatura i
ostale relevantne fizièke velièine nisu samo funkcije koordinata, veæ i vre-
mena, zbog termonuklearnih reakcija koje se odigravaju u zvezdi. Po-
znavanje promene ovih velièina sa vremenom omoguæava praæenje toka
evolucije zvezde. U ovom radu se neæemo baviti evolucijom zvezda.

Interesuje nas struktura rotirajuæih zvezda. Pretpostavimo da se zvezda
nalazi u hidrostatièkoj ravnote�i i da uniformno rotira ugaonom brzinom�.
Jednaèina hidrostatièke ravnote�e i Poasonova jednaèina sa centrifugalnim
èlanom, koji postoji pošto smo prešli u referentni sistem koji rotira zajedno
sa zvezdom, su (Eggleton 2006):

� � � �P � � (1)

� � �
2 24 2� �	 �G r( ) (2)

U gornjem izrazu je �(
�
r ) = �(

�
r ) � 1

2
2 2 2

� r sin 
ukupan potencijal, dok
je �( )

�
r gravitacioni, a drugi èlan u izrazu za �( )

�
r centrifugalni potencijal.

Usled delovanja centrifugalne sile dolazi do odstupanja oblika zvezde od
sferne simetrije. Ovako deformisana zvezda ima oblik sferoida, jer jedna-
èina hidrostatièke ravnote�e i Poasonova jednaèina odr�avaju azimutalnu
simetriju. Sve relevantne fizièke velièine æe biti opisane kao funkcije dve
promenljive: radijalne koordinate r i polarnog ugla 
. Ovo znatno kompli-
kuje rešavanje sturkture rotirajuæih zvezda, jer je jednaèina strukture par-
cijalna diferencijalna jednaèina (Chandrasekhar 1933).

Iz jednaèina (1) i (2) sledi da se površi sa konstantnim potencijalom �,
ekvipotencijalne površi, koje definišu oblik zvezde, poklapaju sa površima
konstantnih � i P, odnosno izopitkim i izobarnim površima, respektivno
(Eggleton 2006). Zbog identiènosti ekvipotencijalnih, izopitkih i izobarnih
površi opravdano je posmatrati � i P kao funkcije ekvipotencijalih površi
� i , gde za svaku ekvipotencijalu površ postoji odgovarajuæa vrednost po-
tencijala � i . Na ovaj naèin smo pojednostavili problem rešavanja strukture
sporo-rotirajuæih zvezda, jer smo našli naèin da relevante fizièke velièine
posmatramo kao funkcije jednog parametra, umesto dva (r i 
) kako je
prethodno ustanovljeno.

Jedan od naèina aproksimativnog opisivanja ekvipotencijalne površi
� i je pomoæu srednjeg radijusa R. Prostor ogranièen površi � i æemo oz-
naèiti sa v, a zapreminu tog prostora sa V(� i ). Srednji radijus je definisan
kao radijus sfere èija je zapremina jednaka V(� i ) (Kippenhahn i Thomas
1969; Arbutina 2009), odnosno:

R
V i

�



�

�

�

�

�

( )

/

�

4 3

1

3

	

(3)

Sada æemo sve relevante fizièke velièine neophodne za opis sporo-ro-
tirajuæih zvezda posmatrati kao funkcije srednjeg radijusa R, koji je karak-
teristièan za svaku ekvipotencijalnu površ.

Voðeni datim radom (Kippenhahn i Thomas 1969) definišemo srednju
vrednost funkcije f na ekvipotencijalnoj površi � i :
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f
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�
�

1
d�
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(4)

gde je d� element površi � i , S površina � i i va�i S = d�
�i
�

. Na ovom mestu

æemo aproksimirati površinu površi � i sa površinom sfere èiji je radijus
jednak srednjem radijusu R, odnosno S � 4	 R2. Ova aproksimacija je
adekvatnija od aproksimacije zapremine prostora ogranièenog površi � i ,
koji je gore oznaèen sa v, sa zapreminom sfere.

Intenzitet gravitacionog ubrzanja
�
g je:

| |
d
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�
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R
�

� (5)

Odredimo g , uz dodatno uvoðenje aproksimacije g g�
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Na prelasku iz prve u drugu jednakost u prvom redu kod jednaèine (6)
je d�(R) izbaèeno ispred integrala zbog èinjenice da je � = const na ekvi-
potencijalnoj površi � i .

Srednju vrednost g na površi � i mo�emo, takoðe, odrediti korišæenjem
�
g = ���:

g
S S

R
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� �� � � �� � �
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d d d� �
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S
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v
( ( ) )� �
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	 � � d (7)

pri èemu je na prelasku iz prvog u drugi red iskorišæena Gausova teorema
(Feynman et al. 2013). Na prelasku iz drugog u treæi red iskorišæena je Poa-
sonova jednaèina (2).

Iz jednaèina (6) i (7) sledi:
d

d

�

�

R
S GM V� �4 2 2

	

� � � �
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32

2

�

d

d

d

d

P

R R

GM

R
R

�

�
(8)

pri èemu je u drugom redu iskorišæena jednaèina hidrostatièke ravnote�e (1)
skalarno pomno�ena ortom srednjeg radijusa �R.

Jednaèina (8) je jednaèina hidrostatièke ravnote�e sporo-rotirajuæe
zvezde i u kombinaciji sa jednaèinom odr�anja mase (obe izra�ene preko
srednjeg radijusa):

d

d

M

R
R R� 4 2

	 �( ) (9)

mo�e se svesti na jednaèinu koja ima sledeæi oblik:
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Kombinovanjem jednaèine (10) sa proizvoljnom barotropskom jedna-
èinom stanja dobija se diferencijalna jednaèina drugog reda po gustini.
Granice integracije su definisane èinjenicom da je gustina zvezde u centru
jednaka centralnoj gustini� c i da je gustina na površini zvezde jednaka nuli.
Rešavanjem ove jednaèine dobija se profil gustine, èijim ponovnim uvršta-
vanjem u barotropsku jednaèinu stanja biva odreðen profil pritiska. Stanje
materije u BP se opisuje barotropskim jednaèinama stanja koje su izlo�ene
u nastavku teksta.

Ovaj formalizam modelovanja sporo rotirajuæih zvezda se zove Kipen-
han-Tomasov (Kippenhahn i Thomas 1969).

Èandrasekarova jednaèina stanja na T = 0 K i
politropska jednaèina stanja

Beli patuljci su izuzetno gusiti objekti, gustine u opsegu (107–109)
kg/m3, koji se sastoje od jonizovanih atoma i visokoenergetskih elektrona.
Unutrašnjost BP mo�emo pojednostavljeno posmatrati kao kvantni sistem u
obliku jednodimenzione potencijalne jame sa beskonaènim zidovima
(Radojeviæ 2009). Energije èestica koje se nalaze u ovoj potencijalnoj jami
su kvantovane. Elektron je èestica sa spinom 1/2, odnosno fermion, i
podle�e Paulijevom principu iskljuèenja. Prema Paulijevom principu
iskljuèenja dva fermiona ne mogu istovremeno imati iste vrednosti svih
kvantnih brojeva. Pošto spin elektrona ima dva stanja, na svakom energet-
skom nivou mogu se naæi taèno dva fermiona. Na ovaj naèin elektroni, èak i
u odsustvu termalnih ekscitacija, bivaju forsirani da zauzimaju više ener-
getske nivoe, i time generišu degenerisani elektronski pritisak koji se su-
protstavlja gravitacionom sa�imanju.

Elektroni interaguju sa jonizovanim jezgrima Kulonovom silom, ali
pošto je cela sredina elektrièno neutralna i izuzetno gusta dolazi do ekra-
niranja, te se elektroni mogu aproksimativno smatrati slobodnim. Raspo-
dela srednjeg broja elektrona po energetskim nivoima u ovakom sistemu je
opisana Fermi-Dirakovom raspodelom (ibid.). Na temperaturi T = 0 K
raspodela dobija oblik Fermi-Dirakove stepenice, odnosno uniformna je i
javlja se energetski nivo, tkz. Fermijev nivo, posle koga nema popunjenih
energetskih nivoa. Pomoæu metoda kvantne statistièke fizike, pretpostavke
da se BP nalazi na T = 0 K i pretpostavke da se elektroni kreæu relati-
vistièkim brzinama dobija se relativistièka jednaèina stanja degenerisanog
elektronskog gasa na T = 0 K (Radojeviæ 2009; Chandrasekhar 1934):

P Af x� ( ) (11)

gde je x
k

mc
�

�
, A

m c

h
�

	
4 5

33
, i:

f x x x x x( ) ( )� � � �1 2 3 32 2 arsh (12)
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Veza gustine � i x je data jednaèinom:

� � Bx 3 (13)

gde je B
m c m

h
b

�

8

3

3 3

3

	 �

. Opravdanost aproksimacije T = 0 K je posledica

toga da su karakteristiène temperature BP znatno manje od odgovarajuæih
Fermijevih temperatura, koje govorore o odstupanju Fermi-Dirakove
raspodele od uniformne (Landau i Lifshitz 1980).

Uvoðenjem smena datih u literaturi (Chandrasekhar 1934):

x y� �( ) /
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i korišæenjem jednaèine stanja (11), jednaèina strukture sporo-rotirajuæih
zvezda (10) postaje jednaèina strukture relativistièkih BP:
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	 � 	

( ) / . U nerotirajuæoj granici v = 0 ova

jednaèina se svodi na jednaèinu strukture dobijenu u literaturi (Chandra-
sekhar 1934; Radojeviæ 2009):
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Poèetni uslovi pri rešavanju jednaèine (17) su:

� �( )� �0 1,
d

d

�

�
��

�

0

0
(19)

pri èemu se integracija vrši dok se ne zadovolji uslov �(�
�
) = 1/y0 koji

odgovara èinjenici da je gustina zvezde na površini jednaka nuli. U gornjim
jednaèinama �

�
� R

�
prema jednaèini (16), gde je R

�
srednji radijus zvezde.

U graniènim sluèajevima Èandrasekarova jednaèina stanja na T = 0 K
(11) se svodi na dve klase politropske jednaèine stanja:

P R K R( ) ( )� �
� (20)

gde je K konstanta, � pozitivan parametar definisan pomoæu politropskog

indeksa n prema jednaèini � �
�n

n

1
.

Kod manje masivnih BP brzine kretanja elektrona nisu bliske brzini
svetlosti. U ovoj nerelativistièkoj granici (x << 1), Èandrasekrova jednaèina
stanja na T = 0 K (11) se svodi na politropsku jednaèinu stanja sa
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politropskim indeksom n = 1.5 (Chandrasekhar 1934; Kippenhahn et al.
2012). U drugom graniènom sluèaju, kod izrazito masivnih BP, kada se
elektroni kreæu ultra-relativistièkim brzinama (x >> 1), jednaèina stanja se
svodi na politropsku jednaèina stanja sa n = 3 (ibid.). Jednaèina strukture
sporo-rotirajuæih zvezda opisanih politropskom jednaèinom stanja je
(Arbutina 2009):

1
2

� �

�

�

�

�
 

d

d

d

d



�

�

�

�

� � � �
n v

(21)

gde je �n

c

�

�

�

, l
K n

G
c
n2
1

11

4
�

� �( )

	

� i R l� �. Ova jednaèina se mo�e dobiti za

sluèajeve n = 1.5 i n = 3 politrope odgovarajuæom asimptotskom analizom
jednaèine (17). Jednaèina (21) je modifikovana Lejn-Emdenova jednaèina,
pri èemu „obièna” Lejn-Emdenova jednaèina odgovara nerotirajuæem
sluèaju v = 0:

1
2

! !

!




!




d

d

d

d
 




�

�
�

�

�

�
�
� �

n (22)

Poèetni uslovi za rešvanje jednaèine (21) su:

� �( )� �0 1,
d

d

�

�
��

�

0

0 (23)

pri èemu se integracija vrši dok se ne ispuni uslov � � "(
�
� 0. U prethodnim

jednaèinama je �
� �
� R l/ .

Ukupna masa i moment inercije

Rešavanjem jednaèina (17) ili (21), u zavisnosti od odabrane jednaèine
stanja, dobija se profil gustine i pritiska po srednjem radijusu. Na osnovu
ovih profila nisu nam poznate zavisnosti � i P, kao i ostalih velièina koje
zavise od njih, kao funkcija od r i 
. Meðutim moguæe je odrediti vrednosti
globalnih observabli koje nas zanimaju. Imajuæi u vidu da je M V r

v
�
�

d �( )
�

korišæenjem smena datih u (14), (15) i (16) i jednaèine strukture (17) dobi-
jamo ukupnu masu objekta:

M
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G B

v

y
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�
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�
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�
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4
2 1

3
1

1
3 2

2

2

0
2

3

2

	

	

� �

�

�
�

/
d

d

#

$

%

&
%

'

(

%

)
%

(24)

Slièno, polazeæi od zapreminskog integrala koji definiše moment
inercije I m r r

v
�
�

d ( ) sin
� 2 2


 njegovim zapisivanjem u koordinatama sred-

njeg radijusa i korišæenjem smena (14), (15) i (16) dobijamo jednaèinu za
moment inercije:
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4
0
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2
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� � �

�/
/( ) d

(25)

Poznavanjem momenta inercije i ugaone brzine rotacije zvezde�, mo-
ment impulsa je odreðen jednaèinom:

J I� � (26)

Jedan od korisnih naèina zapisivanja momenta inercije i momenta
impulsa zvezde je pomoæu bezdimenzionog �iro-radijusa k. Veza I i k je
(Arbutina 2009):

I k MR�
�

2 2 (27)

Odredimo bezdimenzioni �iro-radijus. Polazeæi od jednaèine momenta
inercije (25) i koristeæi jednaèinu za masu objekta (24), jednaèinu smene
srednjeg radijusa (16) i (27), sledi da je kvadrat bezdimenzionog �iro-radi-
jusa za Èandrasekarovu jednaèinu stanja na T = 0 K dat kao:
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(28)

Za politropsku jednaèinu stanja, ukupna masa i k2 se svode na (Arbu-
tina 2009):

M l v� � �

#

$

&

'

(

)

�

�

�

�

4
3

3
	 �

�
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� �
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(29)

k
v

n

2

4
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4

2
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3

�

�

#
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'

(
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�

�

�

� �
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�

�

�

d

d

d
�

(30)

pri èemu se u sluèajevima n = 1.5 i n = 3 ovi izrazi mogu dobiti odgova-
rajuæom asimptotskom analizom izraza u jednaèinama (24) i (28).

Opis odstupanja belih patuljaka od sferne simetrije

Ekvipotencijalne površi deformisane zvezde, usled rotacije ili plim-
skog dejstva, odstupaju od sferne simetrije. Ovo odstupanje je moguæe
opisati funkcijom *, koju mo�emo posmatrati kao funkciju r ili R za mala
odstupanja od sferne simetrije. U opštem sluèaju granice ovakvih površi se
mogu razviti po Le�androvim polinomima oko neperturbovanih površi. Za
mala odstupanja dovoljno je da se zadr�imo na prva dva èlana u ovom
razvoju (Eggleton 2006):

+ ,r R R P� �1 2* 
( ) (cos ) (31)
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+ ,R r r P� �1 2*( ) (32)

gde je 
 polarni gao, P P2 2(cos )
 � Le�androv polinom l = 2 (Griffiths
1999). Jednaèinu (32) dobijamo kada jednaèinu (31) stepenujemo sa –1 i
primenimo aproksimaciju (1 – x)–1

� 1 + x za x << 1. Odredimo funkciju *

tako da konfiguracija koju opisuju jednaèine (31) i (32) odgovara Poa-
sonovoj jednaèini (2). Potom naðemo vezu ove funkcije sa Lavovim brojem
i kvadrupolnim momentom, observablama koje slu�e kao opis defor-
misanosti objekta. Poðimo od sledeæe jednakosti:

� �� � �



�

�

�

�

� � � � � � �
2

2

2 2 24 2�

� � �

�

d

d

d

d
| |

d

d

2

R
R

R
R

R
R G	 �

(33)

pri èemu je na prelasku iz drugog u treæi red iskorišæena Poasonova jedna-
èina (2) i� �� �

r .
Iz jednaèina (31) i (32) sledi:

|�R |2 � 1 + 2 2

d

d

( )R

R
P

* (34)

�
2 R �

2

R
+

1 4
2

2
2

R R
R

R

R R
P

d

d

d

d

( )* *


�

�

�

�

� �

#

$

&

'

(

)

(35)

Uvrštavanjem jednaèina (34) i (35) u (33) dobijamo:

-- � - � -

--

-

- � -- � - �
#

$

&

'

(

)

� �� � �

�

�

2 2
4

2
42

R
R

R
P G( )* � * * *

*

	 � 2 2
� (36)

Pošto je razvoj po Le�androvim polinomima jedinstveno odreðen,
izraz ispred Le�androvog polinoma P2 mora biti jednak nuli, odakle sledi
modifikovana Klerova jednaèina (Eggleton 2006):

R R
R

-- � - �

--

-

- � � �* * * *

*

4
2 2

0
�

�

( ) (37)

Uvedimo sledeæu smenu:

.

*

*

2 ( )R
R

R
�

d

d
(38)

i ubacimo je u jednaèinu (37), èime dobijamo modifikovanu Kler-Radau
jednaèinu (ibid.):

R R- � � � �

--

-

� � �. . . . .2 2 2 2 21 4
2

1 2 0( ) ( )
�

�

(39)

Uoèimo da iz jednaèine (36) takoðe sledi:

-- � - � �� � �

2
4 2 2

R
G	 �

(40)

Iskoristimo jednaèinu (40) i jednaèinu hidrostatièke ravnote�e (8) da
pojednostavimo jednaèinu (39):
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1( ) ( )
�

� �6 0 (41)

Dobili smo modifikovanu Kler-Radau jednaèinu (41) koja mora biti
rešena numerièki za razlièite jednaèine stanja. Poèetni uslov je .(0) = 0.

Za Èandrasekarovu jednaèinu stanja na T = 0 K (11), koristeæi smene
(14), (15), (16), jednaèinu gustine (13) i jednaèinu strukture (17), jednaèina
(41) dobija sledeæi oblik:
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( ). (42)

Za politropsku jednaèinu stanja jednaèina (41) ima oblik (Arbutina
2009):

/ 0�

�

�

�

�

�

d

d d

d

.

. . .
2

2 2 21
2

1 6 0� � � � � � �( ) ( )n v (43)

pri èemu se u sluèajevima politropa sa n = 1.5 i n = 3 ova jednaèina mo�e
dobiti odgovarajuæom asimptotskom analizom jednaèine (42).

Zbog izbegavanja singularnosti Kler-Radau jednaèine uvedena je, pri
numerièkom rešavanju, smena koordinata x = ln � , odnosno x = ln �.

Rešenje jednaèina (42) i (43) je funkcija .2 (R) èijim poznavnajem se
mo�e odrediti funkcija *(R), rešavanjem diferencijalne jednaèine (38) sa
proizvoljnim (Arbutina 2009) poèetnim uslovom *(0) = * 0 :

* *

.

( ) ( ) exp
( )

R
R

R
R

R
�




�

�

�

�

��
0 2

0
d

(44)

Da bismo odredili vrednosti kvadrupolnog momenta (dalje u tekstu),
potrebno nam je poznavanje vrednosti gornjeg izraza na površini zvezde.
Proizvoljnost poèetnog uslova *(0) je posledica invarijatnosti Klerove
jednaèine na reskaliranje, što nam govori da ona ne daje kompletan opis
odstupanja rotirajuæe zvezde od sferne simetrije. Ova èinjenica stvara prob-
lem pri direktnom pokušaju odreðivanja vrednosti kvadrupolnog momenta,
koji ne mo�e biti nezavisan od vrednosti *(0). Kao što æemo pokazati, taj
problem se mo�e izbeæi.

Rotacioni Lavov broj

Rotacioni Lavov broj opisuje deformabilnost zvezde usled rotacije.
Uvodi se apsidalna konstanta k2 èija je veza sa Lavovim brojem 1 data
sledeæim jednaèinama (Poisson i Will 2014; Yagi i Yunes 2013):
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R
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3

4 2
�

�

�

�

�
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.

( )

( )
(45)

1 �
�

2

3
2

5k R (46)

gde je R
�

srednji radijus zvezde i .2 ( )R
�

vrednost funkcije .2 na površini
zvezde, koja se dobija rešavanjem jednaèine (42), odnosno (43).

Kvadrupolni moment

Gravitacioni potencijal izvan distribucije mase �( )
�
r je dat sledeæim

zapreminskim integralom (Poisson i Will 2014):

�

�

( )
( )�

� �

� �r G
r r

r rv
� �

- -

� -
�

d

| |

3 (47)

Multipolni razvoj gravitacionog potencijala (tj. razvoj po Le�andro-
vim polinomima), u koordinatnom sistemu èiji se poèetak poklapa sa
centrom mase objekta, je:

� 





( ) (cos )
(cos )�

�r
GM

R
P G

QP

r
� � � �

2 0
2

3

(48)

gde je u sluèaju sferoidne raspodele mase kvadrupolni moment Q dat sle-
deæim zapreminskim integralom (ibid.):

2 "Q r r x r
v

� - - - � -
�

1

2
3 3

2 2� � �
�( ) ( ) (49)

Izbor koordinatnog sistema povlaèi da dipolni èlan gravitacionog po-
tencijala nestaje, pa je on u kvadrupolnoj aproksimaciji dat zbirom mono-
polnog i kvadrupolnog èlana.

Zapisaæemo integral iz jednaèine (49) pomoæu funkcije *. Za poèetak,
raspišimo integral u sfernim koordinatama:

Q r r P r
r

� - - -
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2
00

4
2	 � 
 
 



	

( ) (cos ) sin
( ) � �

d d (50)

Napravimo transformaciju radijalne koordinate r u srednji radijus R,
koristeæi jednaèinu (31):
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d
d (51)

gde je R
�

srednji radijus zvezde i M ukupna masa zvezde. Na prelasku iz
drugog u treæi red iskorišæena je jednaèina oèuvanja mase (9). Na osnovu
strukture izraza vidimo potrebu za poznavanjem prave vrednosti *(0).
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Sada æemo pokazati kako se poznavanje *(0) mo�e izbeæi pri odreði-
vanju kvadrupolnog momenta. Ukupan potencijal rotirajuæe zvezde je u
kvadrupolnoj aproksimaciji jednak:

� � �( ) ( )
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(52)

Pošto je površ zvezde ekvipotencijalna, odnosno potencijal na toj po-
vrši ne zavisi od polarnog ugla 
, izraz ispred l = 2 Le�androvog polinoma u
jednaèini (52), evaluiranoj na površini zvezde, mora biti jednak nuli, pa
sledi:
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Koristeæi jednaèine (51) i (53) i uvodeæi velièinu
~
Q, dobijamo (Eg-

gleton 2006):

~ ( )

( )
Q

R M R

MR R

M

�

� -
�

� �

1

5

52

0

2

d * *

*

(54)
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(55)

U sluèaju BP opisanih Èandrasekarovom jednaèinom stanja na T = 0 K
velièina

~
Q je po uvoðenju, kao i ranije, odgovarajuæih smena data

jednaèinom:
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Analogno, kod BP opisanih politropskom jednaèinom stanja ova
velièina je odreðena jednaèinom (Arbutina 2009):
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(57)

pri èemu se ovaj izraz u sluèaju politropa n = 1.5 i n = 3 mo�e dobiti odgo-
varajuæom asimptotskom analizom jednaèine (56). U jednaèinama (56) i
(57) se vidi rešenje problema proizvoljnog izbora vrednosti *(0) jer se ono
u brojiocu i imeniocu razlomaka kod ovih jednaèina „pokrati” na osnovu
izraza (44).
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I-Love-Q relacije kod belih patuljaka
I-Love-Q relacije su relacije izmeðu momenta inercije I , Lavovog

broja 1 i kvadrupolnog momenta Q. Voðeni radom Jagija i Junsa (Yagi i
Yunes 2013), normalizovaæemo ove velièine sa kompaktnošæu C, pri èemu
æemo normalizovane velièine oznaèavati sa I , 1 i Q. Pošto je u radu (ibid.)
korišæena opšta teorija relativnosti, radi jednostavnosti sve velièine su izra-
�ene u geometrijskim jedinicama koje su definisane sa G = c = 1. Imajuæi u
vidu to da ovde radimo u okvirima Njutnovske mehanike, redefinisaæemo
izraz za kompaktnost koji se korsiti u pomenutom radu. Najkompaktniji
objekti u prirodi su crne rupe, te æemo stoga definisati da je njihova kom-
paktnost jednaka jedinici. Svi ostali objekti imaju kompaktnost manju od
jedinice, a u graniènom sluèaju nekompaktni objekti imaju vrednost kom-
paktnosti nula. Jedine dve velièine koje utièu na kompaktnost objekta su
masa i radijus. Ako bismo uzeli da je C � M/R

�
, nasuprot R

�
/M, dobili

bismo da nekompaktan objekat ima beskonaèan radijus i konaènu masu, što
ima fizièkog smisla. Koeficijent proporcionalnosti dobijamo kada ubacimo
uslov da je kompaktnost crnih rupa jednaka jedinici, odnosno k = RBH /M,

gde je C = kM/R
�
, RBH =

2
2

GM

c
Švarcšildov radijus. Na osnovu ovoga dobi-

jamo kompaktnost definisanu u sistemu jedinica koji više odgovara Njut-
novoj mehanici:

C R RBH�
�

/ (58)

Ako normalizujemo moment inercije, Lavov broj i kvadrupolni mo-
ment sa kompaktnošæu definisanom prema (58), dobijamo:
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U jednaèini (61) se pri normalizaciji kvadrupolnog momenta uzima
njegov koliènik sa momenta impulsa J objekta normalizovan sa kompakt-
nošæu. U literaturi (Laarakkers i Poisson 1998) je pokazano da postoji
skaliranje izmeðu kvadrupolnog momenta i momenta impulsa objekta za
razlièite klase kompaktnih objekata, što motiviše ovakvu normalizaciju.

S obzirom da se I , 1 i Q skaliraju sa kompaktnošæu objekta C, mo�emo
izraziti njihove meðusobne relacije:

I C
I

�
1

1
2 5/ (62)

I C Q
IQ

�
2 (63)
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Koeficijenti C
I1

, C
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, C
Q1

na osnovu (59, 50, 61) zavise od k, k2 i
~
Q:

C k
Q

Q
IQ

�

�


�

�
�

�

�

�
�

9
12 5

2

( )

~

~ (65)

C
k

k

I1
�




�

�

�

�

�

2

2

2 5
2

3

/

(66)

C
Q

k Q
k

Q1

�

�




�

�

�

�

�

�

3 1

2

32 2 2

1 5

( ) (
~

)

/ (67)

Ove velièine, u opštem sluèaju, zavise od centralne gustine i ugaone
brzine objekta, kao što se mo�e videti iz njihovih definicionih izraza. U
sluèaju nerotirajuæih politropa, meðutim, njihove vrednosti zavise samo od
politropskog indeksa n.

Analitièki dobijene relacije

I-Love-Q relacije se mogu izraèunati analitièki za politrope sa politro-
pskim indeksima n = 0 i n = 1, što je uraðeno u radu Jagija i Junsa (Yagi i
Yunes 2013). Ovde je postupno reprodukovano izvoðenje za sluèaj n = 0
politrope.

Izraèunajmo I-Love-Q relacije za politropu sa politropskim indeksom
n = 0, koja opisuje strukutru homogenog sferoida. Raspodela mase je
aproksimativno data jednaèinom:

� �( )r c� (68)

gde je r R4
�

radijalna koordinata zvezde.
Usled rotacije zvezda se deformiše tako da zadr�ava azimutalnu si-

metriju, odnosno zvezda ima oblik sferoida èija je ekscentriènost data
jednaèinom:

e
b

a
� �1

2

2

(69)

gde je b polarni radijus, a a ekvatorijalni radijus zvezde.
Moment inercije homogenog sferoida je:

I Man( )�

�
0 22

5
(70)

gde je M a bc
�

4

3
2	�

ukupana masa zvezde. Prema jednaèini (59) normali-

zovani moment inercije je:

I C
n( )� �

�
0 22

5

(71)

Kvadrupolni moment homogenog sferoida se mo�e odredti analitièki,
rešavanjem zapreminskog integrala (49):
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Prema jednaèini (61) u normalizaciji kvadrupolnog momenta poja-
vljuje se moment impulsa zvezde. Da bismo izraèunali moment impulsa
J In n( ) ( )� �

�
0 0

� zvezde, neophodno je da izraèunamo ugaonu brzinu rota-
cije� zvezde. Posmatrajmo ekvipotencijalnu površ èiji je potencijal opisan
jednaèinom (52). Pošto taèka na polu i taèka na ekvatoru le�e na istoj po-
vrši, sledi da imaju isti potencijal. Odredimo vrednost potencijala na polu i
na ekvatoru, odnosno �( )
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èijim izjednaèavanjem dobijamo:
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Razvijanjem (75) u Meklorenov red po ekscentriènosti (e), što je
opravdano u sporo-rotirajuæoj aproksimaciji, dobijamo ugaonu brzinu
rotacije zvezde:
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odakle mo�emo odrediti moment impulsa:
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i normalizovati kvadrupolni moment prema (61):
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Normalizovanu vrednost Lavovog broja za homogeni sferoid æemo
izraèunati pomoæu opšte jednaèine koja daje vezu izmeðu normalizovanih
velièina momenta inercije, Lavovog broja i kvadrupolnog momenta (Yagi i
Yunes 2013):

1 � I Q2 (79)

pa sledi:

1
( )n C� �

�
0 51

2
(80)

Iz jednaèina (71), (78) i (80) slede I-Love-Q relacije za politropu n = 0:
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U literaturi (Yagi i Yunes 2013) je pokazano da I-Love-Q relacije za
sferoid èija je jednaèina stanja politropa sa n = 1 odstupaju od relacija (81),
(82) i (83) za manje od 0.3%.

Numerièki dobijene relacija

I-Love-Q relacije za politropu sa politropskim indeksima n = 1.5 i n =
= 3 i Èandrasekarovu jednaèinu stanja na T = 0 K su izraèunate numerièki.
Numerièki je rešen sistem spregnutih diferencijalnih jednaèina koji èine:

[i] jednaèina strukture politropa (21), odnosno jednaèina strukture
relativistièkih BP (17);

[ii] modifikovana Kler-Radau jednaèina za politrope (43), odnosno za
relativistièke BP (42) i

[iii] jednaèina smene (38).
Za rešavanje jednaèine strukture korišæen je Ojlerov metod integracije.

Kler-Radau jednaèina je rešena Runge-Kutta integratorom èetvrtog ste-
pena. Dok je jednaèina smene (38) zapisana u integralnom obliku (44), a
dobijeni integral raèunat Simpsonovom integracionom formulom. Istom
metodom su raèunati i integrali u jednaèinama (56) i (57).

Rezultati su fitovani polinomijalnom krivom oblika:

ln ln (ln ) (ln ) (ln )Y a b X c X d X e X� � � � �
2 3 5 (84)

U nerotirajuæem sluèaju izraèunate su I-Love-Q relacije za ove tri
jednaèine stanja (slike 1, 2 i 3). Koeficijenti u jednaèini (84) za ove rezultate
su dati u tabeli 1.

Tabela 1. Koeficijenti fitovanja I-Love-Q relacija u nerotirajuæem sluèaju
za politrope n = 1.5, n = 3 i Èandrasekarovu jednaèinu stanja na T = 0 K.

Y X a b c d e

I 1 -0.739 0.41 -8.66×10–4 2.94×10–5 -3.30×10–7

I Q -4.867 3.04 -0.2865 3.36×10–2 -1.399×10–3

Q 1 1.475 0.18 1.7×10–3 -5.824×10–5 6.544×10–7

U rotirajuæem sluèaju za opseg ugaonih brzina [0.001, 0.05] rad/s i
centralnih gustina variranih pomoæu parametra y0 iz opsega [1.02, 10], pri
èemu je� c B y� �( ) /

0
2 3 21 (Radojeviæ 2009), izraèunate su I-Love-Q relacije

samo za Èandrasekarovu jednaèu stanja na T = 0 K. Relacije su date na
slikama 4, 5 i 6. Kroz rezultate je fitovana polinomijalna kriva (84). Koe-
ficijenti fita su dati u tabeli 2.
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Slika 1. I-Love relacija u nero-
tirajuæem sluèaju za politrope
n = 1.5, n = 3 i Èandrasekarovu
jednaèinu stanja na T = 0 K.
Gore: moment inercije u funkciji
Lavovog broja; crna linija
predstavlja fit kroz dobijene re-
zultate. Dole: relativno odstupa-
nje vrednosti dobijenih za mo-
ment inercije u odnosu na
analitièki dobijene vrednosti za
nerotirajuæu politropu n = 1
(n = 0).

Figure 1. I-Love relations for
non-rotating polytropes with
n = 1.5, n = 3 polytropic indexes
and Chandrasekhar equation of
state for T = 0 K. Above: values
for moment of inertia as a func-
tion of Love number. Black line
is fitting curve. Below: relative
deviation between moment of in-
ertia for equations of state men-
tioned above and the analytically
calculated one for n = 1 (n = 0).

Slika 2. Q-Love relacija u
nerotirajuæem sluèaju za poli-
trope n = 1.5, n = 3 i Èandra-
sekarovu jednaèinu stanja. Gore:
vrednosti kvadrupolnog
momenta u funkciji od Lavovog
broja; crna linija – fit kroz
dobijene rezultate. Dole:
relativno odstupanje vrednosti
dobijenih za kvadrupolni mo-
ment od analitièki dobijenih
rezultata za nerotirajuæu
politropu n = 1 (n = 0).

Figure 2. Q-Love relations for
non-rotating polytropes with
n = 1.5, n = 3 polytropic indexes
and Chandrasekhar equation of
state for T = 0 K. Above: values
for quadrupole moment as a
function of Love number. Black
line is fitting curve. Below:
relative deviation between
quadrupole momentum for
mentioned equations of state and
analytically calculated one for n
= 1 (n = 0) non-rotating
polytrope.
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Slika 3. I-Q relacija u neroti-
rajuæem sluèaju za politrope
n = 1.5, n = 3 i Èandraseka-
rovu jednaèinu stanja. Gore:
vrednosti momenta inercije u
funkciji od Lavovog broja;
crna linija – fit kroz dobijene
rezultate. Dole: relativno
odstupanje vrednosti dobije-
nih za moment inercije od
analitièki dobijenih rezultata
za nerotirajuæu politropu
n = 1 (n = 0).

Figure 3. I-Q relations for
non-rotating polytropes with
n = 1.5, n = 3 polytropic in-
dexes and Chandrasekhar
equation of state for T = 0 K.
Above: values for moment of
inertia as a function of Love
number. Black line is fitting
curve. Below: relative devia-
tion between momentum of
inertia for mentioned equa-
tions of state and analytically
calculated one for n = 1 (n =
0) non-rotating polytrope.

Slika 4. I-Love relacija sa
rotacijom u opsegu [0.001,
0.1] rad/s za Èandrasekarovu
jednaèinu stanja. Gore: vred-
nosti momenta inercije nas-
pram Lavovog broja; Puna
linija reprezentuje krivu fito-
vanu kroz podatake. Dole:
relativno odstupanje ovih
podataka od analitièkih
dobijenih za nerotirajuæu
politropu n = 1 (n = 0).

Figure 4. I-Love relations for
Chandrasekhar equation of
state for T = 0 K with rotation
in range [0.001, 0.1] rad/s.
Above: values for moment of
inertia as a function of Love
number. Solid line is fitting
curve. Below: relative devia-
tion between moment of iner-
tia for mentioned equation of
state and analytically calcu-
lated one for n = 1 (n = = 0)
non-rotating polytrope.
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Slika 5. Q-Love relacija sa
rotacijom u opsegu [0.001,
0.1] rad/s za Èandrasekarovu
jednaèinu stanja. Gore: vred-
nosti kvadrupolnog momenta
naspram Lavovog broja;
Puna linija reprezentuje krivu
fitovanu kroz podatake. Dole:
relativno odstupanje ovih
podataka od analitièkih
dobijenih za nerotirajuæu
politropu n = 1 (n = 0).

Figure 5. Q-Love relations
for Chandrasekhar equation
of state for T = 0 K with rota-
tion in range [0.001, 0.1]
rad/s. Above: values for
quadrupole moment as a
function of Love number.
Solid line is fitting curve. Be-
low: relative deviation be-
tween moment of inertia for
mentioned equation of state
and analytically calculated
one for n = 1 (n = 0) non-ro-
tating polytrope.

Slika 6. I-Q relacija sa
rotacijom u opsegu [0.001,
0.1] rad/s za Èandrasekarovu
jednaèinu stanja. Gore: vred-
nosti momenta inercije nas-
pram Lavovog broja; Puna
linija reprezentuje krivu fito-
vanu kroz podatake. Dole:
relativno odstupanje ovih
podataka od analitièkih dobi-
jenih za nerotirajuæu poli-
tropu n = 1 (n = 0).

Figure 6. I-Q relations for
Chandrasekhar equation of
state for T = 0 K with rotation
in range [0.001, 0.1] rad/s.
Above: values for moment of
inertia as a function of Love
number. Solid line is fitting
curve. Below: relative devia-
tion between moment of iner-
tia for mentioned equation of
state and analytically calcu-
lated one for n = 1 (n= =0)
non-rotating polytrope.



Tabela 2. Koeficijenti fitovanja I-Love-Q relacija sa i bez rotacije za
Èandrasekarovu jednaèinu stanja na T = 0 K.

Y X a b c d e

I 1 -0.723 0.379 1.53×10–3 -3.4×10–5 2.44×10–7

I Q -3.33 1.131 0.2485 -2.33×10–2 7.22×10–4

Q 1 1.42 0.244 -3.133×10–3 6.878×10–5 -4.91×10–7

Diskusija
U radu Jagija i Junsa (Yagi i Yunes 2013) dobijene I-Love-Q relacije

za razlièite jednaèine stanja su uporeðene sa politropom n = 1. Posmatra-
njem relativnog odstupanja dobijenih I-Love-Q relacija bez rotacije za
politrope n = 1.5, n = 3 i Èandrasekarovu jednaèinu stanja na T = 0 K od n =
1 koje je grafièki prikazano na donjem grafiku na slikama 1, 2 i 3
zakljuèujemo da su dobijene relacije aproksimativno univerzalne sa
odstupanjima 6% kod I-Q, 1.5% kod I-Love relacija i 4% kod Q-Love
relacije. Takoðe, posmatrajuæi grafike na slikama 4, 5 i 6 zakljuèujemo da
rotacija u posmatranom opsegu ugaonih brzina [0.001, 0.1] rad/s oèuvava
aproksimativnu univerzalnost relacija kod Èandrasekarove jednaèine
stanja, jer je relativno odstupanje od univerzalnosti manje od 6% za I-Q i
I-Love relacije, odnosno manje od 2% za Q-Love relacije u odnosu na
nerotirajuæe n = 1 politrope.

Pri kraju rada na ovom projektu objavljen je rad (Boshkayev et al.
2016b) u kome su izraèunate I-Love-Q relacije kod BP u rotirajuæem i
nerotirajuæem sluèaju za Èandrasekarovu jednaèinu stanja na T = 0 i
Salpeterovu jednaèunu stanja (Salpeter 1961). Kod Salpeterove jednaèine
stanja takoðe je variran hemijski sastav BP, èime je efektivno menjana
jednaèina stanja. Stuktura sporo-rotirajuæih BP je raèunata na osnovu
Hartlijevog formalizma razvijenog u Njutnovskom limesu (Boshkayev et
al. 2016b; Boshkayev et al. 2016c). Uzimajuæi u obzir da u radu Boškajeva
i saradnika (Boshkayev et al. 2016b) nisu dati koeficijenti krive koja je
fitovana kroz dobijene I-Love-Q relacije izlo�ene na graficima 18, 19 i 20
izlo�enim u datom radu, nije moguæe dati valjanu kvantitativnu analizu
rezultata koji su tamo dobijeni i onih dobijenih u ovom radu. Meðutim,
kvalitativnim poredenjem grafika na slikama 1, 2 i 3 sa graficima 18, 19 i 20
(ibid.) mo�e se zakljuèiti da su I-Love-Q relacije dobijene u tom radu
pribli�no identiène onima koje su u ovom radu predstavljene. Na grafiku 21
u datom radu (Boshkayev et al. 2016b) javlja se jasno razdvajanje kriva
koje reprezentuju rotirajuæe i nerotirajuæe sluèajeve za jednaèine stanja koje
se koriste u pomenutom radu. Za brzo rotirajuæe neutronske zvezde je poka-
zano (Doneva et al. 2014) da se univerzalnost I-Love-Q relacija narušava.
Imajuæi ovo u vidu i èinjenicu da je u ovom radu pokazano da za rotacije
4 0.1 rad/s univerzalnost ostaje oèuvana, neophodno je dodatno istra�iti šta
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se dešava sa univerzalnošæu relacija za ugaone brzine > 0.1 rad/s sa kojima
je raðeno u ranijim istra�ivanjima (Boshkayev et al. 2016b).

Istra�ivanje razloga zbog kojih se univerzalnost I-Love-Q relacija
javlja u neutronskim zvezdama je izlo�eno u literaturi (Yagi et al. 2014;
Yagi i Yunes 2016). Jedan od kriterijuma za postojanje univerzalnosti koji
je predstavljen u (ibid.) zahteva da se ekscentriènost ekvipotencijalnih po-
vršina unutar zvezde ne menja znaèajno unutar regiona koji je bitan za
univerzalnost. Ovaj region predstavlja deo unutrašnjosti zvezde koji daje
najveæi doprinos globalnom momentu inercije i kvadrupolnom momentu. U
literaturi (ibid.) je uoèeno da ovaj kriterijum ide u prilog ideji o apro-
ksimativnoj emergentnoj simetriji koja se javlja kod kompaktnih objekata.
Razlog zašto se ova aproksimativna simetrija naziva emergentnom je zbog
toga što se univerzalnost I-Love-Q relacija ne manifestuje u stabilnim zvez-
dama. Ispostavlja se da kada se prethodni kriterijumi postojanja univer-
zalnosti primene na stabilne zvezde, ekstricinteti njihovih ekvipotencijalnih
površina unutar bitnog regiona odstupaju 300-600%, dok kod neutronskih
zvezda ova odstupanja nisu veæa od 20% (ibid.). Potrebno je ispitati kako se
poreklo univerzalnosti I-Love-Q relacija kod BP uklapa u razumevanje
porekla univerzalnosti razvijenog u pomenutim radovima.

Zakljuèak
U radu Jagija i Junsa (Yagi i Yunes 2013) su izraèunate I-Love-Q rela-

cije kod neutronskih zvezda, za koje je ustanovljeno da su aproksimativno
univerzalne. Na osnovu rezultata prethodnih istra�ivanja (Boshkayev et al.
2016b) i ovog rada mo�emo zakljuèiti da isto va�i i za bele patuljke. Imaju-
æi u vidu da je u prethodnom istra�ivanju (Boshkayev et al. 2016b) ispitana
univerzalnost sa Èandrasekarovom jednaèinom stanja na T = 0 K i Salpete-
rovom jednaèinom stanja, potrebno je još u obzir uzeti Èandrasekarovu
jednaèinu stanja na T = 0 K (Boshkayev et al. 2016a) i relativistièku
Feynman-Metropolis-Teller jednaèinu stanja na T = 0 K (Carvalho et al.
2014).

U literaturi (Yagi et al. 2014; Yagi i Yunes 2016) su ispitivani razlièiti
kriterijumi postojanja univerzalnosti I-Love-Q relacija kod neutronskih
zvezda. Neophodno je iste ove kriterijume primeniti i na bele patuljke, kako
bi se ustanovilo da li su kriterijumi koji uslovljavaju postojanje univer-
zalnosti relacija zajednièko svojstvo svih kompaktnih zvezdanih objekata.

Zahvalnost. Autor se zahvaljuje Jovanu Bo�uti i Teodori Èapko na
korisnim diskusijama vezanim za teorijske aspekte projekta, kao i Miši
Jovanoviæu i Petru Sauliæu na sugestijama u izradi i optimizaciji koda.
Posebnu zahvalnost autor duguje Mateji Boškoviæu na ideji za projekat,
literaturi, korisnim diskusijama koje su pratile razvoj projekta i komenta-
rima vezanim za sam izgled rada.
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Vladan Ðukiæ

Universality of I-Love-Q relations in White Dwarf Stars

This paper explores the universality of I-Love-Q relations (moment of
inertia, Love number and quadrupole moment) for various equations of
state and angular velocities in white dwarf stars. The moment of inertia de-
scribes the rotational inertia of a body, the Love number quantifies the
deformability of an object in rotation, and the quadrupole moment quanti-
fies the deviation of the shape of an object from spherical symmetry in the
context of its gravitational field. Even though those quantities depend on
the equation of state, recently it has been found that, in neutron stars, rela-
tions between suitably normalized values of these quantities do not depend
sensitively on the neutron star’s internal structure in the slowly-rotating ap-
proximation. The purpose of this paper is to explore whether those relations
hold in white dwarf stars as well. The equations of state on which universal-
ity has been tested are polytropic equations of state for n = 1.5 and n = 3
polytropic indexes and the Chandrasekhar equation of state for T = 0 K. The
structure of slowly-rotating white dwarfs is modeled by virtue of the
Kippenhahn-Thomas approximation. The moment of inertia is obtained
from the solution of the equation of structure. The Love number and
quadrupole moment were obtained from the solutions of the equation of
structure and the modified Clairaut-Radau equation. For these equations of
state in nonrotating white dwarfs it is shown that there exists universality

28 • PETNIÈKE SVESKE 75 DEO I



with relative deviation smaller than 6% in the case of I-Q, 1.5% in the case
of I-Love relations, and smaller than 4% in the case of Q-Love relations,
compared to the I-Love-Q relations for the n = 1 polytrope which can be
calculated analytically. Additionally, it is shown that rotation does not in-
fluence the universality of those relations in the case of the Chandrasekhar
equation of state for T = 0 K, the relations are shown to be universal with
relative deviation smaller than 6% in the case of I-Q and I-Love relations,
and smaller than 2% in the case of Q-Love relations from the n = 1 non-ro-
tating polytrope.
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