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Analiti~ki model spiralne
galaksije:
evolucija disperzije brzina
globularnih jata

Analizirana je disperzija brzina globularnih jata u

gravitacionom polju galaksije Andromeda (M31). Za

izra~unavanje orbita globularnih jata kori{}en je

model analiti~kog potencijala galaksije koji se sas-

toji iz tri komponente: Hernquistovog modela za

centralni oval, diska Miyamoto-Nagai i tamnog ha-

loa NFW. Orbite su ra~unate kori{}enjem Runge-

-Kutta metoda ~etvrtog reda sa adaptivnim korakom.

Rezultati pokazuju da disperzija brzina globularnih

jata ostaje konstantna tokom 3 milijarde godina i

sla`e se sa posmatranom.

Uvod

Galaksija je gravitaciono vezan sistem koji se
sastoji od zvezda, me|uzvezdane materije, gasa, pra-
{ine i tamne materije koja je grupisana u tri celine –
centralni oval, disk i tamni halo. U sredi{tima naj-
ve}eg broja galaksija se nalaze supermasivne crne
rupe i utvr|eno je da one uti~u na formiranje gala-
ksije i disperziju brzina zvezda unutar centralnog
ovala. Globularna zvezdana jata su gravitaciono ve-
zane grupe zvezda koje se kre}u kroz galaksiju i mo-
gu brojati od nekoliko desetina do nekoliko stotina
hiljada ~lanova. Pretpostavlja se da su globularna jata
nastala kada i galaksija u kojoj se nalaze.

Cilj ovog rada je formiranje analit~kog modela
spiralne galaksije da bi se ispitala konstantnost dis-
perzije brzina globularnih jata tokom vremena. Kons-
tantnost disperzije }e omogu}iti dalji nastavak rada u
kojem se nastoji objasniti povezanost izme|u dis-
perzije brzina globularnih jata i mase supermasivne

crne rupe u centru galaksije, odnosno M-sigma re-
lacija (Sadoun i Colin 2012).

Metod

Analiti~ki model galaksije napravljen je kori-
{}enjem razli~itih modela za centralni oval, disk i
tamni halo.

Gravitacioni potencijal centralnog ovala je iz-
ra`en Hernquist-ovom formulom (Hernquist 1990):
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gde je G gravitaciona konstanta, Mb masa centralnog
ovala, r rastojanje od centra galaksije i c karakteri-
sti~na du`ina centralnog ovala. Gravitacioni poten-
cijal diska je odre|en pomo}u Miyamoto-Nagaievog
modela (Miyamoto i Nagai 1975):
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gde je Md masa diska, ad karakteristi~na du`ina
skala, z rastojanje normalno na ravan diska, a bd

karakteristi~na visina. Na osnovu NFW profila gu-
stine (Navarro et al. 1996), odre|en je gravitacioni
potencijal tamnog haloa koji ima oblik (Geehan et

al. 2006):
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gde je �
c

kriti~na gustina,  
c

bezdimenzioni para-
metar gustine i r

h
karakteristi~na du`ina tamnog ha-

loa.
Ovi modeli su aksijalno i sferno simetri~ni i do-

bro aproksimiraju galaksiju, {to je bitno za potrebe
ovog rada.

U ovom radu zvezdano jato je aproksimirano ~es-
ticom jedini~ne mase, odnosno materijalnom ta~kom.
Nije uzeta u obzir interakcija izme|u ~estica. Zvez-
dano jato se kre}e kroz galaksiju i na njegovo kre-
tanje uti~u gravitacioni potencijal centralnog ovala,
diska i tamnog haloa.

Po~etni uslovi su zadati tako {to su globularnim
jatima nasumi~no dodeljene sferne koordinate
(� �, , r), pri ~emu je r 	 10 kpc. Sferne koordinate se
potom prevode u Dekartov koordinatni sistem:

x r� sin cos� �
y r� sin sin� �
z r� cos�

Kada su odre|ene Dekartove koordinate, zvezda-
nim jatima se dodeljuju po~etne brzine. Da bi zve-
zdana jata mogla da kru`e po zatvorenim orbitama i
ne budu izba~ena iz gravitacionog polja galaksije,
njihova brzina v koja se nasumi~no odre|uje mora
biti manja od cirkularne brzine vc koja predstavlja
kvadratni koren gravitacionog potencijala galaksije:
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{to je dalje, uvr{}ivanjem formula (1) za �
b
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, u ovu formulu jednako:
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Brzina ima tri komponente (vx, vy, vz) koje za-
dovoljavaju uslov:

v v v v
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i izra~unavaju se na slede}i na~in:

v v
x
� �(sin cos cos cos sin )� � � � �

v v
y
� �(sin cos sin cos cos )� � � � �

v v
z
� � sin sin� �

gde je � nasumi~no izabran ugao izme|u 0 i 2� u
ravni tangentnoj na po~etni polo`aj koju obrazuju
ortovi

�

e(�) i
�

e(�).
Ubrzanje zvezdanih jata predstavlja negativan

gradijent ukupnog potencijala:
�

a r� �!�( )

Za izra~unavanje brzina i pozicija zvezdanog jata
tokom vremena koristi se Runge-Kutta metod ~etvr-
tog reda (Teukolsky 2007), zbog velike stabilnosti i
preciznosti. Runge-Kutta metod je numeri~ki metod
kojim se vr{i integracija obi~nih diferencijalnih je-
dna~ina pomo}u koraka u sredini i na krajevima in-
tervala kako bi se umanjile gre{ke.

Zbog naglih pove}anja brzine pri prolasku zvez-
danog jata blizu centralnog ovala i usporenja na ve-
likim udaljenostima uvodi se adaptivni korak radi
ve}e preciznosti. Adaptivni korak je prilago|avanje
veli~ine koraka ubrzanju tela, tj. telo }e imati manji
korak kada se kre}e ve}iim ubrzanjem, a ve}i kada je
ubrzanje manje. Kroz interval se prolazi prvo sa
celim, a zatim dva puta sa duplo manjim korakom.
Nakon toga se odre|uje razlika � izme|u ubrzanja na
kraju i na polovini intervala. Ako je ta razlika manja
od zadate vrednosti " = 10–5 prelazi se na slede}i in-

terval sa pove}anim korakom h h� �
�
�

�
�
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"
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, a ako

nije interval se ponavlja sa polovinom tog koraka.
Ukupna energija jata predstavljena je kao zbir ki-

neti~ke i potencijalne energije po jedinici mase:
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Relativna promena energije ra~una se prema
slede}oj formuli:
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gde je E
f
energija na kraju, a E

i
energija na po~etku

simulacije.
Pu{ta se 1000 jata da evoluiraju 3 milijarde go-

dina. Na po~etku se u jedan fajl zapisuju po~etni
parametri za svako jato – koordinate x, y i z i brzine
v

x0, v
y0 i v

z0. Da bi se utvrdila stabilnost orbite, tra-
jektorije zvezdanih jata se iscrtavaju na grafik (slika
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1). Na svakih 0.1 milijardi godina u fajl se zapisuju
trenutne brzine vx, vy i vz i trenutne pozicije x, y i z.
Na osnovu ovih podataka ra~una se disperzija brzina
tokom vremena:
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pri ~emu je N broj zvezdanih jata.
Kako bi dobijene disperzije brzina mogle da se

uporede sa posmatranim, brzine su projektovane na
pravac posmatranja Andromedine galaksije. Ovaj
pravac je definisan pomo}u uglova � i �, gde se
ugao � bira slu~ajno, a � je ugao inklinacije:

v v v v
x y z
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Disperzija za ovaj pravac ra~una se na isti na~in kao
i disperzije po osama x, y i z.

Kod za integraciju orbita globularnih jata napisan
je u programskom jeziku IDL, zbog lake i brze ob-
rade velike koli~ine podataka.

Rezultati

Vrednosti konstanti i parametara koji su kori{}eni
u ovom radu su slede}e (Geehan et al. 2006):

G 4.4942 � 104 kpc3/(1010MSun Gyr2)
Mb 3.4 � 1010 MSun

c 0.6 kpc
Md 8.4 � 1010 MSun

ad 5.4 kpc
bd 0.3 kpc
�

c
2.7772 � 10–8 � 1010 MSun/kpc

3

 
c

270000
r
h

8.18 kpc
� 77.5°

Energija jata koja je izra~unavana po formuli (4)
zapisivana je u fajlove za svako jato, a zatim je izra-
~unat udeo promene energije po formuli (5) koji je
predstavljen na grafiku (slika 2).

Sa grafika se mo`e videti da se energija odr`ava i
posle 3 milijarde godina, sa promenom manjom od
1% za sva jata, {to zna~i da jata ne}e napustiti gala-
ksiju tokom evolucije, {to je uslov za izra~unavanje
disperzije brzina zvezdanih jata. Na slici 1 prikazane
su dve orbite zvezdanih jata posmatrane u razli~itim

Slika 1. Orbite dva zvezdana jata posmatrana u xy, xz i yz ravni

Figure 1. Orbits of two globular clusters shown in xy, xz and yz planes



ravnima. Vizuelni prikaz trajektorija (slika 1) potvr-
|uje stabilnost orbita: da su trajektorije haoti~ne, to
bi ukazivalo na nestabilnost sistema koji je formiran.

Polo`aji i brzine zvezdanih jata zapisivani su za
vremenski period od 3 milijarde godina. Slika 3 pred-
stavlja disperziju du` x, y i z ose. Disperzija brzina
po z osi ve}a je od disperzije po x i y osi. To se de-
{ava zato {to je disk aksijalno, a ne sferno simetri~an.
Kako je u realnom slu~aju nemogu}e posmatrati

galaksiju tj. jata iz ta~no tih pozicija, izra~unata je
disperzija brzina po pravcu iz kog se ta galaksija vidi.
U ovom radu je uzet pravac galaksije Andromede,
~ija je inklinacija � = 77.5° (Jun 2001). Kako dis-
perzija dobijena za po~etne polo`aje jata mnogo
odstupa od ostalih i menja kona~ni rezultat, nije ko-
ri{}ena za izra~unavanje disperzije. Dobijena dis-
perzija je # = (158 ± 7) km/s.
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Slika 3. Disperzija brzina du` x, y, z osa

Figure 3. Velocity dispersion along the x, y, z axis

Slika 4. Disperzija brzina projektovana na pravac
posmatranja Andromedine galaksije

Figure 4. Velocity dispersion projected on the direction
of observation

Slika 2. Relativna promena energije zvezdanih jata

Figure 2. Relative variation of star clusters' energy

Slika 5. Rotaciona kriva galaksije, centralnog ovala,
diska i tamnog haloa

Figure 5. Rotational curve of the galaxy, bulge, disk and
dark halo



26 • PETNI^KE SVESKE 70 DEO I

Rotaciona kriva galaksije, tj. zavisnost cirku-
larnih brzina jata od njihove udaljenosti od centra
galaksije, prikazana je na slici 5, zajedno sa rota-
cionom krivom tamnog haloa, diska i centralnog
ovala.

Zaklju~ak

Analiti~ki model kori{}en u ovom radu zado-
voljavaju}e predstavlja spiralnu galaksiju. Disperzije
dobijene u ovom radu podudaraju se sa prethodno
utvr|enim disperzijama (Frederici et al. 1993). Mo`e
se zaklju~iti da disperzija brzina zvezdanih jata to-
kom vremena ostaje pribli`no konstantna. Skali-
ranjem parametara galaksije mo`e se utvrditi menja li
se disperzija brzine globularnih jata u zavisnosti od
mase galaksije, i na taj na~in ispitati postojanje pos-
matrane M-sigma relacije za globularna jata.
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Ana Bogdanovi} and Maga Raji}

Analytical Model of Spiral Galaxy:
Evolution of Velocity Dispersion of
Globular Clusters

In this paper the velocity dispersion of globular
clusters in the gravitational field of the Andromeda
galaxy (M31) was analyzed. For calculating the or-
bits of globular clusters, a model for the analytical
potential of a galaxy which consists of three compo-
nents: Hernquist’s model for bulge, Myamoto-Nagai
model for disk and NFW for dark halo, was used.
The orbits were calculated using the fourth-order
Runge-Kutta method with adaptive step-size. The re-
sults show that the velocity dispersion of globular
clusters remains constant during 3 billion years, and
is in compliance with observations.


